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前言

这本书简单来说是一本习题册, 从 2024 年 6 月开始, 我将每天所做练习中有趣的部分摘

录, 分门别类, 并配上自己的解答. 题目主要来自高中数学联赛一试真题, 各省份预赛真题, 上

海一二模真题与各高中名校试卷. 因为本书最初的目的是出于个人题目收集, 很多题目答案的

编写并不完整, 可能只是有主要思路的梗概, 当然, 也可以理解为我将这些问题” 留作习题”, 这

在大学数学书中时常发生.

数学不是一个个独立的知识或题目, 而是一个有机的整体, 每个部分相互关联, 本书着重选

择不同知识点产生化学反应的题目, 如向量问题转化为代数问题, 代数问题再转化为复数问题

等等, 这样的问题自然十分困难, 但也正是这些问题能锻炼人的思维, 帮助学生更深刻地理解数

学.

单纯的习题册当然可以出书, 这也是现在教辅的主流, 但数学题目与数学终归是不同的, 数

学更多体现在思想与审美. 本书的习题选择也是本人数学审美的一种体验, 习题并不是越难越

好, 有一些非常简单的题目也入选了本书, 因为其十分契合数学之思想 (如连续性的相关问题),

出题不是为了难为学生, 而是为了帮助学生理解数学, 这也是本书如此筛选题目的目的, 教师的

任务是帮助学生.

如上文所言, 教师应帮助学生理解数学, 这才是教育, 而这也是我这本大杂烩习题册完成不

了的任务, 真正关注数学思想教育的书籍可以参看我另一本讲义, 我在其中打破常规, 学习法国

数学模式, 将一个大问题拆解成十数小问, 一步一步带领学生征服困难问题. 本书作为习题册,

一部分任务也是为我的讲义提供题目素材, 巧妇难为无米之炊, 我在另一本讲义中的饭都来自

这本书中的米. 当然, 本书也并不是没有教学生的考量, 我在许多题目身边都有教学上建议的

注记, 选题的目的等等, 这也可以为教育者提供一定建议.

本书对竞赛的组合与概率题目的解答颇具新意, 很多题目提供了多种解法, 我也在这过程



中发现自己对组合的能力较强, 可以更深层地发展. 此外, 本书对函数连续性问题也有更深入

的讨论, 还介绍了马尔科夫链的相关问题, 对于其他有大学数学背景的问题我也做了标注, 非常

期待学生们可以自主学习相关知识后与我交流, 教学相长.

我总是提到希望做一些数学教育上的创新, 但就像程序员届经常说的一句话

Talk is cheap, show me your code.

光说不练假把式, 只有实地的作品才能让人相信我对教育的认真与决心. 也非常希望各位老师

或同学可以关注我的另一本讲义, 其可读性更强, 更成体系, 也更能表现我的精神与风格.

感谢中国科学院数学与系统科学院陈国瑞博士的帮助, 我与陈国瑞在 2024 年 6 月至 2024

年 7 月一起完成了 09 年至 23 年高中数学联赛一试试卷与许多各省份预赛试卷, 从中获益良

多, 我们还讨论了本书中的其他题目, 本书的完成离不开他的帮助.

习题众多, 错误在所难免, 我的邮箱为 sunyunbiao@amss.ac.cn, 若有任何疑问, 可以邮件联

系我, 感谢各位的指正!

孙沄滮

2024 年 10 月 20 日于家中
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1.1

1. (11 一试) 设集合 A = {a1, a2, a3, a4}. 若 A 中所有三元子集的三个元素之和组成的集合为

B = {−1, 3, 5, 8}, 则集合 A = .

证明. 考虑 3(a1 + · · ·+ a4) = −1 + 3 + 5 + 8 更为便捷.

2. (23 奉贤二模) 在集合 {1, 2, 3, 4} 中任取一个偶数 a 和一个奇数 b 构成一个以原点为起点的

向量 −→α = (a, b), 从所有得到的以原点为起点的向量中任取两个向量为邻边作平行四边形,

面积不超过 4 的平行四边形的个数是 .

证明. 枚举.

3. (14 一试) 对于实数集 R 的任意子集 U , 我们在 R 上定义函数

fU(x) =


1, x ∈ U

0, x /∈ U

.

如果 A,B 是 R 的两个子集, 则 fA(x) + fB(x) ≡ 1 的充分必要条件是 .

证明. 显然.

4. (20A 一试) 设集合 A = {1, 2,m}, 其中 m 为实数. 令 B = {a2 | a ∈ A} , C = A ∪ B. 若 C

的所有元素之和为 6 , 则 C 的所有元素之积为 .

证明. C = {1, 2, 4,m,m2},如果m2 ̸= 1, 2, 4,m,有m+m2 = 1,无实数解;如果m2 = 1, 2,m,

分别带入, 得到 m = −1.

5. (24 嘉定二模) 12. 若规定集合 E = {0, 1, 2, · · · , n} 的子集 {a1, a2, a3, · · · , an} 为 E 的第 k

个子集. 其中 k = 2a1 + 2a2 + 2a3 + · · ·+ 2am , 则 E 的第 211 个子集是 .
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证明. 实际是对 211 做 2− 进制分解, 211 = 128 + 64 + 16 + 2 + 1 ⇒ {0, 1, 4, 6, 7}.

1.2

1. (24 学军中学压轴) 对于一个四元整数集 A = {a, b, c, d} , 如果它能划分成两个不相交的二

元子集 {a, b} 和 {c, d} , 满定 ab− cd = 1 , 则称这个四元整数集为” 有趣的”.

(1) 写出集合 {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} 的一个” 有趣的” 四元子集:

(2) 证明: 集合 {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} 不能划分成两个不相交的” 有趣的” 四元子集:

(3) 证明：对任意正整数 n(n ≥ 2) , 集合 {1, 2, 3, · · · , 4n} 不能划分成 n 个两两不相交的”

有趣的” 四元子集.

证明. (1) {1, 5, 2, 3};

(2) 首先 1 一定在某个集合, 那就考虑 1 × n, n ≥ 2, 哪些可能使得 n − uv = ±1, 得到可能

为 {1, 5, 2, 3} ∪ {4, 6, 7, 8} 或 {1, 7, 2, 4} ∪ {3, 5, 6, 8} 两种情况, 但都不成立.

(3)(奇偶性与放缩) ad− bc = 1 所以一奇一偶, 所以 {a, b, c, d} 中至少有两个奇数. 反证: 如

果有划分 {ai, bi, ci, di} 成立, 不妨设 ai, bi 为奇数, 因此 2n 个奇数都用完了, ci, di 都是偶数,

根据” 有趣” 的定义, 有 |aibi − cidi| = 1(绝对值因为顺序可能要换). 现在我们要找矛盾, 不

妨思考一个简单的情况: 如果条件是 aibi = cidi, 问题是否已经解决了呢?
∏

aibi =
∏

cidi

显然是不成立的, 可以从奇偶性看, 也可以从大小看.

回到 |aibi − cidi| = 1,

aibi ≤ cidi + 1 < (ci + 1)(di + 1)

然而 ∏
aibi =

∏
(ci + 1)(di + 1)

给出了矛盾.
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1.3

1. (21 浙江预赛) 设数集 P = {a1, a2, · · · , am}, 它的平均数

CP =
a1 + a2 + · · ·+ am

m
.

现将 S = {1, 2, · · · , n} 分成两个非空且不相交子集 A,B, 求 |CA − CB| 的最大值, 并讨论取

到最大值时不同的有序数对 (A,B) 的数目.

证明. 题目不难, 重点是教学生写严格的证明

2

2.1

1. (22 静安二模) 已知函数 f(x) = ax

2x+1
(a > 0) 为偶函数, 则函数 f(x) 的值域为 .

证明. f(1) = f(−1), a
3
= 2

3a
, a =

√
2, f(x) = 2

x
2

2x+1
= 1

2
x
2 +2−

x
2
≤ 1

2
, 所以值域为 (0, 1

2
].

2. (22 静安二模) 已知 △ABC 中,sinA = 3 sinC cosB, 且 AB = 2, 则 △ABC 面积的最大值

为 .

证明. a
sinA

= c
sinC

, a
3 sinC cosB = 2

sinC
, sinA = sin(B + C) = sinB cosC + cosB sinC, 所以

sinB cosC = 2 sinC cosB, sinB = 2 sinC cosB
cosC , S∆ABC = 1

2
ac sinB = 6 cosB 2 sinC cosB

cosC .

3. (⋆22 静安二模) 若 10x − 10y = 10, 其中 x, y ∈ R, 则 2x− y 的最小值是 .

4. (22 长宁一模) 设 x, y ∈ R, a > 0, b > 0, 若 ax = by = 3, a + 2b = 2
√
6, 则 1

x
+ 1

y
的最大值

为 .
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证明. x = log3
a, 验证 1

x
= loga

3, 同理有 1
y
= logb

3, 1
x
+ 1

y
= logab

3 , a + 2b = 2
√
6,

√
2ab ≤

√
6,

ab ≤ 9, ( 1
x
+ 1

y
)max = 2.

5. (⋆22 长宁一模) 设曲线 C 与函数 f(x) =
√
3

12
x2(0 ⩽ x ⩽ m) 的图像关于直线 y =

√
3x 对称,

若曲线 C 仍为某函数的图像, 则实数 m 的取值范围为 .

6. (24 甘肃预赛) 函数 f(x) 是定义在 R 上的偶函数, 且 h(x) = f(x) + e−x − x 为奇函数, 则满

足 f(2a− 1)− f(
√
a) < 0 的 a 的取值范围是 ..

证明. 先确定 f(x): h(x) + h(−x) = f(x) + f(−x) + e−x + ex = 0, 由 f(x) 为偶函数, 得

f(x) = −ex + e−x

2
. 由基本不等式知 f(x) 在 [0,+∞) 单调递减, 故 f(2a − 1) − f(

√
a) <

0 ⇐⇒ |2a− 1| >
√
a

7. (09 一试) 若函数 f(x) = x√
1+x2 , 且 f (n)(x) = f(f(f · · · f(x)))︸ ︷︷ ︸

n 个

, 则 f (99)(1) = .

证明. 观察归纳: f(1) =
1√
2

, f (2)(1) =

1√
2√

1 + 1
2

=
1√
3

, 猜 f (n)(1) =
1√
n+ 1

, 可归纳严格证

明.

8. (11 一试) 函数 f(x) =
√
x2+1
x−1

的值域为 .

证明. (a) (法一) 求导发现单调递减, 计算极值 (注意 1 的两侧).

(b) (法二)
√
x2 + 1

x− 1
=

√
(x− 1)2 + 2(x− 1) + 2

x− 1
=

√
1

9. (12 一试) 设 f(x) 是定义在 R 上的奇函数, 且当 x ≥ 0 时, f(x) = x2. 若对任意的 x ∈

[a, a+ 2], 不等式 f(x+ a) ≥ 2f(x) 恒成立, 则实数 a 的取值范围为 .

证明. 实际是分段函数, f(x) = −x2, x < 0. 分类:
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(a) a ≥ 0. (x+ a)2 ≥ 2x2 ⇐⇒ (x− a)2 ≤ 2a2, 得 a ≥
√
2.

(b) a < 0. 注意到 a + 2 ≤ 0, 否则不可能有 f(a + 2 + a) ≤ 2f(x + a), 故 a ≤ −2.

−(x+ a)2 ≥ −2x2 ⇐⇒ (x− a)2 ≥ 2a2, a ≥ −
√
2, 与 a < −2 矛盾.

10. (14 一试) 设 g(x) =
√

x(1− x) 是定义在区间 [0, 1] 上的函数, 则函数 y = xg(x) 的图象与 x

轴所围成图形的面积为 .

证明. (a) (法一): 换元后积分, x = sin2 α, 有 dx = 2 sinα cosαdα,

∫ 1

0

ydx =

∫ π
2

0

sin2 α
√

sin2 α cos2 α · 2 sinα cosαdα

= 2

∫ π
2

0

sin2 α · (sin2 α cos2 α)dα

=

∫ π
2

0

(sin2 α + cos2 α) sin2 α cos2 αdα

=

∫ π
2

0

1

4
sin2 2αdα

=
π

16

(b) (法二) 注意到 g(x) = g(1− x), 考虑LEFT

11. (13 一试) 在 △ABC 中, 已知 sinA = 10 sinB sinC, cosA = 10 cosB cosC, 则 tanA 的值

为 .

证明. 优雅: cosA− sinA = −10 cosA, 显然.

12. (13 一试) 设 a, b 为实数, 函数 f(x) = ax+ b 满足: 对任意 x ∈ [0, 1], 有 |f(x)| ≤ 1. 则 ab 的

最大值为 .
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证明. 显然可以取到 a, b 一正一负, 或两正, 因为求最大值, 故考虑 a, b 同号即可, 0 ≤ b ≤

1, 1 ≥ a+ b ≥ 2
√
ab, 故 ab ≤ 1

4
, 等号成立当且仅当 a = b = 1

2
.

13. (13 一试) 若实数 x, y 满足 x− 4
√
y = 2

√
x− y, 则 x 的取值范围为 .

证明. (a) (法一) 柯西不等式: x = 4
√
y + 2

√
x− y ≤

√
(42 + 22)x =

√
20x, 故 x ≤ 20, 等

号成立当且仅当
√
y

2
=

√
x−y
4

⇐⇒ x = 5y. 最左侧等号成立当且仅当 x = 0 或 y = 0, 故

x = 0 或 x ≥ 4, 得 x ∈ {0} ∪ [4, 20], 但不知道如何证明可取 4 到 20 间所有数.

(b) (法二) 换元: 平方和消元除了柯西不等式外可以考虑换元 令 m =
√
y, n =

√
x− y,

m,n ≥ 0. m2 + n2 − 4m = 2n ⇐⇒ (m− 2)2 + (n− 1)2 = 5, 观察图形, 注意原点也在圆

上即可.

14. (18A 一试) 设 f(x) 是定义在 R 上的以 2 为周期的偶函数, 在区间 [0, 1] 上严格递减, 且满

足 f(π) = 1, f(2π) = 2. 则不等式组


1 ≤ x ≤ 2

1 ≤ f(x) ≤ 2

的解集为 .

证明. 简单题: [π − 2, 8− 2π].

15. (19A 一试) 已知正实数 a 满足 aa = (9a)8a, 则 loga(3a) 的值为 .

证明. a = loga a
a = 8a loga(9a), 由 a ̸= 0 得 2 loga 3 + 1 = 1

8
, loga 3 = − 7

16
, 故 loga(3a) =

9
16

.

16. (19A一试)平面直角坐标系中, −→e 是单位向量,向量 −→a 满足 −→a ·−→e = 2,且 |−→a |2 ≤ 5|−→a +t−→e |

对任意实数 t 成立, 则 |−→a | 的取值范围为 .
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证明. −→e = (1, 0), −→a = (2,m). 对任意 t 有

m2 + 4 ≤ 5
√

(2 + t)2 +m2

(m2 + 4)2 ≤ 25(t2 + 4t+ (m2 + 4))

即二次函数 25t2 + 100t+ 25(m2 + 4)− (m2 + 4)2 ≥ 0 对任意 t, 故 ∆ < 0:

10000− 4 · 25(25(m2 + 4)− (m2 + 4)2) < 0

这实际上是 m2 + 4 的二次函数, 令 m2 + 4 = n, 有 n2 − 25n+ 100 < 0, (n− 5)(n− 20) < 0

得 m2 + 4 ∈ (5, 20), 这实际也是 |−→a |2.

17. (22 四川) 已知实数 x, y 满足 x|x|+ y|y|
3

= 1, 则 |
√
3x+ y − 4| 的取值范围是 .

证明. LEFT

18. (24 复附) 已知函数 f(x) =


√

1− (x− 1)2, 0 ≤ x < 2

f(x− 2), x ≥ 2

, 若对于正数 kn (n ∈ N∗), 直线

y = kn · x 与函数 y = f(x) 的图象恰有 2n+ 1 个不同交点, 则 k2
1 + k2

2 + · · ·+ k2
2022 = .

证明. 注意到 f 是上半圆, 利用相切等价于圆心到直线距离为半径.

19. (24 建平高三月考 1) 已知函数 y = f(x), y = g(x), y = h(x) 依次是定义在 R 上的严格增函

数、严格减函数以及周期函数,记K(x) = max{f(x), g(x), h(x)},其中max{a, b, c}表示 a, b, c

三数中的最大者. 考虑如下三个命题: (1) 若 y = K(x) 是严格增函数, 则 K(x) = f(x); (2)

若 y = K(x) 是严格减函数, 则 K(x) = g(x); (3) 若 y = K(x) 是周期函数, 则 K(x) = h(x)

, 其中真命题的个数是 .

证明. 注意定义域为 R, 所以 (1), (2) 均正确; (3) 正确. 我们改变一下定义域
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2.1. 如果定义域为 [m,n], 那么 (1), (2) 都是错的. 两者区别在于定义域长度有限, 周

期不能无限运行下去.

来看一下一切的源泉, 17 高考压轴题

20. (17 上海高考) 设定义在 R 上的函数 f(x) 单调递增且恒大于零. g(x) 是定义在 R 上恒大于

零的周期函数, M 是 g(x) 的最大值. 函数 h(x) = f(x)g(x). 证明: ” h(x) 是周期函数” 的充

要条件是” f(x) 是常值函数” .

证明. ⇐ : 显然;

⇒ : 设 g(x) 的周期为 T1, h(x) 的周期为 T2. 不妨设 g(0) = M , 有

h(T2) = f(T2)g(T2) ≥ f(0)g(0) ⇒ f(0) = f(T2), g(0) = g(T2) 由 f(x) 单调性.

首先由 g(0) = g(T2) 知 g(nT2) = M , ∀n ∈ Z; 由 f(x) 单调递增知 f(x) 在 [0, T2] 上为定值,

同理, f(x) 在 [uT2, (u + 1)T2] 上也为定值, ∀u ∈ Z, 由 u 的任意性, 可拓展到 R, 故 f(x) 为

常值函数.

2.2. 因为定义域为 R, 所以一切都可以无限运行下去, 而想了解函数在无限长度定义

域的情况, 可以将定义域进行分解, 如 R = ∪n∈Z[nT, (n+1)T ], 每个小区间是有限的, 这更容

易把握.

2.2

二次函数 f(x) = ax2 + bx+ c(a ̸= 0) 在区间 [α, β] 上的最值一般分为三种情况讨论, 即 (i)

对称轴 x = − b
2a
在区间左边, 函数在此区间上具有单调性; (ii) 对称轴 x = − b

2a
在区间之内;

(iii) 对称轴在区间右边. 要注意系数 a 的符号对抛物线开口的影响. 点到 x = − b
2a
的距离
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(1) 讨论二次函数的区间最值问题: (1) 注意对称轴与区间的相对位置; (2) 注意区间端点

的函数值.

(2) 讨论二次函数区间根的分布情况一般需从三方面考虑：(1) 判别式; (2) 区间端点的函

数值的符号; (3) 对称轴与区间的相对位置.

一般地, 对于含有字母的一元二次方程 ax2 + bx + c = 0 的实数根的分布问题, 用图象求

解, 有如下结论. 令 f(x) = ax2 + bx+ c(a > 0),

(1) [一侧两根] x1 < α, x2 < α, 则


∆ ⩾ 0,

− b
2a

< α

f(α) > 0.

(2) [一侧两根] x1 > α, x2 > α, 则


∆ ⩾ 0,

− b
2a

> α,

f(α) > 0.

(3) [区间内两根] α < x1 < β, α < x2 < β, 则



∆ ⩾ 0,

f(α) > 0,

f(β) > 0,

α < − b
2a

< β.

(4) [区间外两根] x1 < α, x2 > β(α < β), 则


∆ ⩾ 0,

f(α) < 0,

f(β) < 0.

(5) [区间内一根] 若 f(x) = 0 在区间 (α, β) 内只有一个实数根, 则有 f(α)f(β) < 0.

1. (21 上海预赛有些意思) 一个骰子连续投两次, 得到的点数依次为 a 和 b, 则使得关于 x 的三

次方程 x3 − (3a+ 1)x2 + (3a+ 2b)x− 2b = 0 有三个互不相等的实数根的数对 (a, b) 的个数

是 .(学概率后可问概率 P = .)
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证明. 注意到 x = 1 是一个根, 于是将原式除以 (x + 1) 化为二次函数: x3 − 3ax + 2b, 有两

个互异根且不等于 1, 这等价于 ∆ = 9a2 − 8b > 0, 且 1− 3a+ 2b ̸= 0. 满足条件的情况为

a = 2 b = 1, 2, 3, 4

a = 3 b = 1, 2, 3, 5, 6

a = 4 b = 1, 2, 3, 4, 5, 6

a = 5 b = 1, 2, 3, 4, 5, 6

a = 6 b = 1, 2, 3, 4, 5, 6

故一共 27 个, 概率为 3
4
.

2.3

1. (09 一试) 若方程 lg kx = 2 lg(x+ 1) 仅有一个实根, 则实数 k 的取值范围为 .

证明. 分类讨论: k > 0, 只在第一象限相交, 计算 ∆ = 0; k < 0, 即在 (−1, 0) 有唯一交点,

注意到对称轴在 x = −1 左侧, 所以这等价于 f(−1) < 0, 其中 f(x) = (x+ 1)2 − kx.

2. (李胜宏) 设函数 f(x) = x2 − (k2 − 5ak + 3) x + 7(a, k ∈ R). 已知对于任意的 k ∈ [0, 2], 若

x1, x2 满足 x1 ∈ [k, k + a], x2 ∈ [k + 2a, k + 4a], 则 f (x1) ⩾ f (x2), 求正实数 a 的最大值.

证明. 由于二次函数 f(x) = x2 − (k2 − 5ak + 3) x+7 图象的对称轴方程为 x = k2−5ak+3
2

, 故

题设条件等价于对任意的 k ∈ [0, 2] 均有 k2−5ak+3
2

⩾ k + 5
2
a, (分析对称轴的不同位置)

即对任意的 k ∈ [0, 2] 均有 5a ⩽ k2−2k+3
k+1

, 5a ⩽ min
0≤k≤2

{
k2 − 2k + 3

k + 1

}
.

又 k2−2k+3
k+1

= (k + 1) + 6
k+1

− 4 ⩾ 2
√

(k + 1)× 6
k+1

− 4 = 2
√
6− 4, 当且仅当k =

√
6− 1 时

取等号, 故 min
0⩽k⩽2

{
k2 − 2k + 3

k + 1

}
= 2

√
6− 4. 所以, 正实数 a 的最大值为 2

√
6−4
5

.
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3. (李胜宏) 设 f(x) = ax2 + bx+ c(a > b > c), f(1) = 0, g(x) = ax+ b.

证明: 函数 y = f(x) 与 y = g(x) 的图象有两个交点.

证明. a+b+c = 0, 3a > a+b+c > 3c, a > 0, c < 0. g(x)带入 f(x),得 ax2+(b−a)x+(c−b) =

0, ∆ = (b− a)2 − 4a(c− b) = (b+ a)2 − 4ac > 0, 因为 (b+ a)2 > (c+ a)2 > 4ac.

4. (李胜宏) f(x) 是定义在区间 (0,+∞) 上的函数, 满足

(i) f
(

x
y

)
= f(x)− f(y), ∀x > 0

(ii)f(x) > 0, ∀x ∈ (1, 2).

考虑下列问题:

(1) 求 f(1) 的值.

(2) 证明 f(x) 严格单调递增.

(3) 若 f(6) = 1, 解不等式 f(x− 3)− f( 1
x
) < 2.

证明. (1) 显然.

(2) 任取 0 < x1 < x2, x2 = x1 + n · cx1, 其中 n ∈ N, 0 < c < 1, 考虑 f(x1 + c) = f(x1) =

f(x1+cx1

x1
) = f(1 + c) > 0, 递推得到 f(x2)− f(x1) > 0.

(3)得 f(36) = 2, 实际上 2 = f(36x
x
) = f(36x)− f(x), 由单调性, 得 f(x− 3)− f( 1

x
) < 2 ⇐⇒

x− 3 < 36( 1
x
).

5. (李胜宏) 已知 a, b ∈ R, 函数 f(x) = a (x2 − 1) + bx, x ∈ [−1, 1].

(1) 如果 f(x) 的最大值为 c, 最小值为 d, 且 |d| ̸= |c|, 证明: a ̸= 0, 且
∣∣ b
a

∣∣ < 2.

(2) 如果 f(x) 的最大值为 2 , 最小值为 −5
2
, 求 a, b.

证明. (1) a = 0 显然有 |d| = |c|. a ̸= 0, 对称轴 x = − b
2a

, 若 − b
a
/∈ [−1, 1], 那么最大值, 最小

值 ∈ {b,−b}, 有相同的绝对值, 所以 − b
a
∈ [−1, 1]. 带入得最大/小值为 a( b2

4a2
− 1)− b2

2a

11



6. (李胜宏) 线段 AB 的两个端点分别为 A(3, 0), B(0, 3), 䒴拋物线 y = x2 − 2ax+ a2 + 1 与线

段 AB 有两个交点.

7. (李胜宏) 已知 f(x) = (m− 2)x2 − 4mx+ 2m− 6 的图象与 x 轴的负半轴有交点, 求实数 m

的取值范围.

8. (21浙江预赛)已知二次函数 f(x) = x2+ax+b(a, b ∈ R)有两个不同的零点.若 f (x2 + 2x− 1) =

0 有四个不同的根 x1 < x2 < x3 < x4, 且 x1, x2, x3, x4 成等差数列, 求 a− b 的取值范围.

证明. 设 f(x)两个零点为 d1, d2,于是有 d1+d2 = −a, d1d2 = b, a−b = −(d1+d2+d1d2). 考虑

x2+2x−1 = d1,两根为 −1±
√
2 + d1,同样的,x2+2x−1 = d2,两根为 −1±

√
2 + d2, di > −2.

不妨设 d1 > d2, 于是有 −1 +
√
2 + d2 − (−1−

√
2 + d2) = −1 +

√
2 + d1 − (−1 +

√
2 + d2).

给出 d1 与 d2 关系式, 将 a− b 化为二次函数, 得到取值范围.

9. (24 甘肃预赛)(1) 拐点, 又称反曲点, 指改变曲线向上或向下的点 (直观地说拐点是使切线穿

越曲线的点,即连续曲线的凹弧与凸弧的分界点). 设 f ′(x)是函数 y = f(x)的导函数, f ′′(x)

是函数 f ′(x) 的导函数. 若方程 f ′′(x) = 0 有实数解 x = x0, 并且在点 (x0, f (x0)) 左右两侧

二阶导数符号相反, 则称 (x0, f (x0)) 为函数 y = f(x) 的拐点.

(2) 设 a, b 为常数, 若定义在 R 上的函数 y = f(x) 对于定义域内的一切实数 x, 都有

f(a + x) + f(a − x) = 2b (或 f(x) = 2b − f(2a − x) ) 恒成立, 则函数 y = f(x) 的图像

关于点 (a, b) 对称.

(1) 求证: 任意的三次函数 f(x) = ax3 + bx2 + cx+ d(a ̸= 0) 的图像关于拐点对称;

(2) 已知函数 f(x) = 1
3
x3 − 1

2
x2 + 3x− 5

12
, 求 f

(
1

2024

)
+ f

(
2

2024

)
+ · · ·+ f

(
2023
2024

)
的值.

证明. 无聊题, 第一问死算, 第二问从 1
2
处开始对称即可.

10. (11一试)设函数 f(x) = | lg(x+1)|,实数 a, b(a < b)满足 f(a) = f
(
− b+1

b+2

)
, f(10a+6b+21) =

4 lg 2. 求 a, b 的值.
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证明. 无聊计算题.

11. (12 一试) 已知函数 f(x) = a sinx− 1
2

cos 2x+ a− 3
a
+ 1

2
, 其中 a ∈ R, 且 a ̸= 0.

(1) 若对任意 x ∈ R, 都有 f(x) ≤ 0, 求 a 的取值范围;

(2) 若 a ≥ 2, 且存在 x ∈ R, 使 f(x) ≤ 0, 求 a 的取值范围.

证明. 化为 sinx 的函数, 直接计算 f(±1) ≤ 1 即可.

12. (18A 一试) 设定义在 R+ 上的函数 f(x) 为

f(x) =


|log3 x− 1| , 0 < x ≤ 9,

4−
√
x, x > 9.

设 a, b, c 是三个互不相同的实数, 满足 f(a) = f(b) = f(c), 求 abc 的取值范围.

证明. 画图, 注意到 y ∈ (0, 1), 得到 1 − log3 a = log3 b − 1 = 4 −
√
c, 由第一个等式得

log3 ab = 2, ab = 9, 故考虑 c 的取值范围即可, c ∈ (9, 16) ⇒ abc ∈ (81, 144).

13. (21A 一试) 在平面直角坐标系中, 函数 y = x+1
|x|+1

的图像上有三个不同的点位于直线 l 上, 且

这三点的横坐标之和为 0 . 求 l 的斜率的取值范围.

证明. l : y = kx+b, l∩y = 1 ⇒ x = 1−b
k

; l∩y = x+1
−x+1

⇒ f(x) = kx2+(b−k+1)x+(1−b) = 0,

x1 + x2 + x3 = − b−k+1
k

+ 1−b
k

= 0 ⇐⇒ k + 2b = 0 ⇐⇒ l : y = b(−2x + 1), 再加上 ∆ > 0,

f(−1
2
) > 0,− b

2a
< −1

2
(注意到 k > 0).

14. (24复附)定义域相同的函数 y = f(x), y = g(x),若存在实数 m,n使 h(x) = mf(x)+ng(x),

则称函数 y = h(x) 是由” 基函数 y = f(x), y = g(x) ” 生成的.

(1) 若 y = x2 + 3x 和 y = 3x+ 4 生成一个偶函数 y = h(x), 求 h(2) 的值;

13



(2) 已知实数 ab 满足 ab ̸= 0, y = 2x2 + 3x − 1 由函数 y = x2 + ax 和 y = x + b 生成, 求

2a+ b 的取值范围;

(3) 试利用” 基函数 y = log4 (4
x + 1) 和 y = x− 1 ” 生成一个函数 y = h(x), 使之满足下列

条件：(1) 该函数是偶函数; (2) 该函数有最小值 1. 求函数 y = h(x) 的解析式并直接研究该

函数的单调性 (无需证明).

证明. 只证 (3),注意到极限情况 log4(4
x+1) ∼


x, x → +∞

0, x → −∞

,偶函数 a log4(4
x+1)+b(x−

1) = a log4(4
−x +1)+ b(−x− 1), 考虑 x → +∞, 于是有 (a+ b)x− b = −bx− b, 故 a = −2b,

不妨 b = 1, a = −2, 带入后由 Casio 发现先增后减, 最大值为 −2 在 0 处取得, 故乘 −1
2
, 得

最小值为 1, (−∞, 0) 单减, (0,+∞) 单增.

3

3.1 x+ 1
x

1. (14 一试) 设集合
{

3
a
+ b

∣∣ 1 ≤ a ≤ b ≤ 2
}
中的最大元素与最小元素分别为 M,m, 则 M −m

的值为 .

证明. 两个变量, 先固定变量 a, 让变量 b 改变, 观察趋势: 3
a
+ b ≥ 3

a
+ a ≥ 2

√
3, 等号成立当

且仅当 a = b =
√
3, 注意到这是最小值, 最大值显然 a = 1, b = 2 时取到, 因为可以看做函数

3
x1

+ x2 两个单调函数的和.

2. (20A 一试) 设 a > 0, 函数 f(x) = x + 100
x
在区间 (0, a] 上的最小值为 m1, 在区间 [a,+∞)

上的最小值为 m2. 若 m1m2 = 2020, 则 a 的值为 .

证明. 注意到 m1,m2 中必有一个等于 20, 故另一个为 101, 于是有两个解 a = 1, 100.
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3. (21A 一试) 设函数 f(x) 满足: 对任意非零实数 x, 均有 f(x) = f(1) · x + f(2)
x

− 1, 则 f(x)

在 (0,+∞) 上的最小值为 .

证明. 代数计算 f(2) = 1, f(1) = 3
4
, f(x) = 3

4
x+ 1

x
− 1.

4. (21A2 一试) 函数 f(x) = 2 sin2 x− tan2 x 的最大值为 .

证明. −2 + 2 sin2 x+ sin2 x
sin2 x−1

+ 2.

5. (21 浦东二模) 已知 a, b,m, n 均为正实数, 且满足 2021a + 2020b − ab = 0,m + n =

8
(
2020
a

+ 2021
b

)
, 则

(
m+ 1

m

)
·
(
n+ 1

n
)
的取值范围为 .

证明. 首先有 2020
a

+ 2021
b

= 1, 所以 m + n = 8.
(
m+ 1

m

)
·
(
n+ 1

n
)
= mn + 1

mn
+ n

m
+ m

n
, 注

意此时不能直接两个基本不等式, 因为取等条件不能同时满足, 需要化简为一个基本不等式,

我们有的条件是 m+ n = 8, 利用它来化简式子: n
m
+ m

n
= m2+n2

mn
= (m+n)2−2mn

mn
= 64

mn
− 2, 于

是原式 = mn+ 65
mn

− 2, 基本不等式即可.

6. (24 交附期中) 已知 x > 0, 则 x·
√
x2+1

5x2+2
的最大值为 .

证明.法一: 基本不等式

2
√
3x ·

√
2
√
x2 + 1

5x2 + 2
· 1

2
√
6
≤ 3x2 + 2x2 + 2

5x2 + 2
· 1

2
√
6
=

√
6

12
.

法二: 三角换元, x = tanα, x2 + 1 = sec2 α, 原式为

tanα · | secα|
3 tan2 α + 2 sec2 α =

1

3 sinα + 2
sinα

≤
√
6

12
.
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3.2

1. 设 x1, x2, x3 是方程 x3 − 10x+ 11 = 0 的三个根.

(1) 已知 x1, x2, x3 都落在区间 (−5, 5) 中, 求这三个根的整数部分;

(2) 求证: arctan x1 + arctanx2 + arctanx3 =
π
4
.

证明. f ′(x) = 3x2 − 10, 计算得整数部分为 −4, 1, 2.

直接 tan 作用后两次两角和拆开, 化为 xi 的函数, 利用根与系数关系得到 tan = 1, 同时 tan

一负两正, 故必为 π
4
.

2. (24 交附期中) 已知 x > 0, 期 x·
√
x2+1

5x2+2
的最大值为 .

证明. (a)

3.3

??

1. (22A2 一试) 设 k, l,m 为实数, m ̸= 0, 在平面直角坐标系中, 函数 y = f(x) = k+ m
x−l
的图

像为曲线 C1. 另一函数 y = g(x) 的图像为曲线 C2, 且满足 C2 与 C1 关于直线 y = x 对称.

若点 (1, 4), (2, 3), (2, 4) 都在曲线 C1 或 C2 上, 则 f(k + l +m) 的值为 .

证明. 首先 (2, 3) 和 (2, 4) 一定不同时在 f(x) 或 f−1(x) 上, 同样的, (1, 4) 和 (2, 4) 不同时

在 f(x) 或 f−1(x) 上. 故分成两部分 (1, 4), (2, 3) 在同一函数, (2, 4) 在另一函数.

(a) (2, 4) 在 f−1(x) 上. 故 f(4) = 2 ⇒ 2 = k + m
4−l

, 同样有 f(1) = k + m
1−l

= 4, f(2) =

k + m
2−l

= 4, 三个函数解三个未知数.

(b) (2, 4) 在 f(x) 上. 同理
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3.4 ( )

1. (22 重庆) 已知函数 f : R → R, 若对任意实数 x, y, z 都有

1

3
f(xy) +

1

3
f(xz)− f(x)f(yz) ≥ 1

9
,

求
∑100

i=1[if(i)], 其中 [x] 代表不超过 x 的最大整数.

证明. x = y = z = 1, 得 f(1) = 1
3
;

x = x, y = z = 1, 1
3
f(x) + 1

3
f(x)− f(x) · f(1) ≥ 1

9
, 得 f(x) ≥ 1

3
;

x = x, y = z = 1
x
, 1

3
f(x · 1

x
) + 1

3
f(x · 1

x
) − f(x) · f( 1

x2 ) ≥ 1
9
, 得 1

9
≤ f(x) · f( 1

x2 ) ≤ 1
9
, 故

f(x) ≡ 1
3
, x ̸= 0.

∑100
i=1[if(i)] =

∑100
i=1[

i
3
] = 3 · (1 + 2 + · · ·+ 32) + 33 + 33

2. 对于函数 f(x),已知 f(1) = 1,当 x1−x2 ∈ [2, 3]时有 f(x1)−f(x2) ∈ [2, 3],则 f(4) = .

证明. 直接问过于突兀, 原题 ??. 实际上 f(x + 2) = f(x) + 2, f(x + 3) = f(x) + 3, 可由

f(x+ 6)− f(x) 通过分拆 6 = 2 + 2 + 2 = 3 + 3 得到关于 3 的性质.

3.5

1. (24交附)函数 y = f(x)的定义域为 (0,+∞),若存在常数 T > 0,使得对任意的 x ∈ (0,+∞),

都有 f(Tx) = f(x) + T , 则称函数 y = f(x) 具有性质 P (T ).

(1) 若函数 y = f(x) 具有性质 P (3), 求: f(3)− f(1) 的值;

(2) 设 f(x) = log 1
2
x, 求证: 存在常数 T > 0, 使得 y = f(x) 具有性质 P (T );

(3) 若函数 y = f(x) 具有性质 P (T ), 且 y = f(x) 的图像是一条连续不断的曲线, 求证: 函

数 y = f(x) 的值域为 R.
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证明. 都是显然的, 所以是很好的入门练习.

2. (24建平高三月考 1逆天难度)已知 R的子集 S 和定义域同为 D 的函数 y = f(x), y = g(x).

若对任意 x1, x2 ∈ D,当 x1−x2 ∈ S 时,总有 f (x1)− g (x2) ∈ S ,则称 y = f(x)是 y = g(x)

的一个” S 关联函数”.

(1) 求 y = x2 的所有 {1} 关联函数;

(2) 若 y = x2 − lnx+ m
x
是其自身的一个 [0,+∞) 关联函数, 求实数 m 的取值范围;

(3) 对定义在 R 上的函数 y = p(x), 证明: ” p(x) = x + p(0) 对任意 x ∈ R 成立” 的充分必

要条件是” 存在函数 y = q(x), 使得对任意正整数 n, y = q(x) 都是 y = p(x) 的一个
[

1
n+1

, 1
n

]
关联函数”.

证明. (1) g(x) = f(x+ 1)− 1 = x2 + 2x;

(2) 等价于 y 单调递增, f ′(x) = 2x− 1
x
− m

x2 ≥ 0, ∀x ≥ 0, 得 m ∈ (−∞,−
√
6
9
].

(3) 过于困难, 涉及高中没有的连续性性质: 简述思路, 略去具体计算: p(x1)− q(x2), p(x3)−

q(x2) 均被控制, 由三角不等式得 p(x1)− p(x2) 也被控制, 故 p(x) 连续; 同理, q(x) 也连

续. x1 → x2, 得 q(x) = p(x), ∀x ∈ R(此处用到连续性). 条件转化为 1
n+1

≤ x1 − x2 ≤ 1
n

时, 有 1
n+1

≤ p(x1)− p(x2) ≤ 1
n
, 故

p(x2) +
1

n+ 1
≤ p(x2 +

1

n+ 1
)

p(x2 +
1

n
) ≤ p(x2) +

1

n

第一行 1
n+1
换为 1

n
, 则有 p(x2 +

1
n
) = p(x2) +

1
n
, 由 n 的任意性, 我们实际得到了

p(x2 + q) = p(x2) + q ∀q ∈ Q \ 0

取 x2 = 0, 则有 p(q) = p(0) + q, 即 ∀x ∈ Q, 有 p(x) = p(0) + x, 由 p(x) 的连续性得到

p(x) = p(0) + x, ∀x ∈ R.
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3. (24七宝高三月考 1)函数 f(x)的定义域为 R,若 f(x)满足对任意 x1, x2 ∈ R,当 x1−x2 ∈ M

时, 都有 f (x1)− f (x2) ∈ M , 则称 f(x) 是M 连续的.

(1) 请写出一个函数 f(x) 是 {1} 连续的, 并判断 f(x) 是否是 {n} 连续的 (n ∈ N∗), 说明理

由;

(2) 如果 f(x) 是 [2, 3] 连续的, 那么 f(x) 是 {3} 连续的, 也是 {2} 连续的.

(3) 当 x ∈
[
−1

2
, 1
2

]
时, f(x) = ax3 + 1

2
bx + 1, 其中 a, b ∈ Z, 且 f(x) 是[2, 3] 连续的, 求 a, b

的关系.

(4) 如果 f(x) 是 [2, 3] 连续的, 那么 f(x) 是 [0, 1] 连续的, 并由此证明 f(x) 单调递增.

(5) 如果 f(x) 是 [m,m + n] 连续的, 且 f(x) 是 {m} 连续的, 那么 f(x) 是 [0, n] 连续的,

n > 0.

(6) 强化你在 (3) 中给出的 a, b 关系, 即缩小 a, b 可能取值的范围.

3.1. 原题中 (3) 要求的是 a, b 的取值, 关系 a = 4− 2b, b ∈ Z 并不难求, 但取值可能性

太多了, 我没有想到如何减少可能性, 于是小猿搜题, 但是搜到的答案太离谱了, 他求出的是

必要性, 并没有证明充分性, 具体来说, 他找出 (a, b) 的可能取值, 记这些元素构成的集合为

P , 其直接说 P 中的元素都可以使得 f(x) 满足条件. 必要性: f(x) 满足条件 ⇒ (a, b) ∈ P ,

但是这不能说明充分性: (a, b) ∈ P ⇒ f(x) 满足条件.

3.6

1. (24A 一试) 设 f(x) 是定义域为 R , 最小正周期为 5 的函数. 若函数 g(x) = f (2x) 在区间

[0, 5) 上的零点个数为 25 , 则 g(x) 在区间 [1, 4) 上的零点个数为 .

证明. [0, 5) → [1, 32) = 6T + [1, 2) = 25(由此得到一个周期有四个零点, 故 [1, 2) = 1���);

[1, 4) → [2, 16) = 3T − [1, 2) = 11.
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2. (24 上实高三周测 3) 已知函数 y = f(x), x ∈ R满足 f(x+1) = af(x), a 是不为 0 的实常数.

(1) 若当 0 ≤ x < 1 时, f(x) = x(1 − x), 且函数 y = f(x) 在区间 [0,+∞) 上的值域是闭区

间, 求 a 的取值范围;

(2) 若当 0 < x ≤ 1 时, f(x) = 3x + 3−x , 试研究函数 y = f(x) 在区间 (0,+∞) 上是否可能

是单调函数? 若可能, 求出 a 的取值范围; 若不可能, 请说明理由.

证明. 过于简单, 锻炼函数问题的基本思维:

(1) : 画图感受一下, 可以发现 0 < |a| ≤ 1 时都可以, 其中 −1 ≤ a < 0 不易发现, 可能惯性

思维只考虑了正的部分. 那么 |a| > 1 的部分呢? 可以发现此时函数是无界的, 所以值域不

是闭区间.

(2) : 显然 a > 0, 同时因为 a > 0, 所以在 (n, n+ 1] 上 f(x) 一定是单调递增的, 函数整体是

一段段单调递增的函数拼接而成, 要是整体单调递增, 那么只要 lim
x→n+

f(x) ≥ f(n) 即可

lim
x→n+

f(x) = lim
x→0+

an(3x + 3−x) ≥ an−1 · 10
3

故 a ≥ 5
3
.

: 实际上我们可以写出 [n, n+ 1] 上 f(x) 的值域, 比较连接处大小关系即可.

3.2. 分段函数 ∪n∈N(n, n+1] = (0,+∞) 实际给出了 (0,+∞) 一个两两不交的分割, 对

于区间划分, 我们有更多东西可以讨论, 如 17 年高考压轴题 ??.

3. (24 上中高三周测) 设函数 f(x) 在 R 上连续, 且 f(x)f(x + 1)f(x + 2) = f(x) + f(x + 1) +

f(x+ 2) > 0 恒成立, 则 g(x) = f(x)−
√
3 在 [0, 2024) 上至少有 ( ) 个零点.

A. 1348 B. 1349 C. 1350 D. 1351
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证明. f(x+3) = f(x),因为要找零点的最小值,此时必有周期为 3. 令 S =
∑

fi, S =
∏

fi ≤

(S
3
)3,得 S ≥ 3

√
3,故 fi,max ≥

√
3,同时必有 fi =

√
3或 fmin <

√
3,否则 S ̸=

∏
fi ≥ 3fi,max.

于是两种情况, fmin <
√
3, fmax >

√
3, 至少两个零点; fi =

√
3, 至少三个零点, 自然选择两

个零点. 2024 = 672× 3 + 2, 所以还要考虑 [0, 2) 的零点数, 数的还有问题, 比如为什么两个

零点, 不能是一个

3.7

1. 若函数 f(x) 关于点 (a, b) 对称, 那么 f(a) = .

2. (22 一试 B1) 设实数 k, l,m 满足: 函数 y = (x + 1) (x2 + kx+ l) 的图像有对称中心 (1, 0),

且与函数 y = x3 +m 的图像有公共点, 则 k + l +m 的取值范围为 .

证明. 对称性得到 x = 3 是一个零点, 同时 (1, 0) 是图像上的点 (f(1 − x) + f(1 + x) = 0,

故 2f(1) = 0), 故 f(x) = (x + 1)(x − 1)(x − 3), k = −4, m = 3, k +m + l = −1 + l. 计算

l 范围即可: x3 = (x + 1)(x − 1)(x − 3) 有解, 实际上是一元二次函数 ∆ ≥ 0, 得 l ≤ 37
12

, 故

k +m+ l ≤ 25
12

.

3. (21B 一试) 在平面直角坐标系 xOy 中, 已知抛物线 y = ax2 − 3x + 3(a ̸= 0) 的图像与抛物

线 y2 = 2px(p > 0) 的图像关于直线 y = x+m 对称, 则实数 a, p,m 的乘积为 .

证明. f(x), g(x) 关于 y = x+m 对称 ⇐⇒ f(x)−m 和 g(x)−m 关于 y = x 对称! 也就是

互为反函数, y = ax2 − 3x+ 3−m 与 y = (x+m)2

2p
相等, 计算得 m = −6, a = 2, p = 1

4
.

3.3. y =
√
2px−m ⇒ y = (x+m)2

2p
, 向下平移不是直接换成 (y −m), 而是 y = ...−m!

4. 证明定义在 R 上的非常值偶函数不是单调函数.
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4

4.1. 1. logan M
m = m

n
loga M .

2. (对数换底)loga N = logm N
logm a

3.

指数函数与对数函数的关系同底的指数函数 y = ax 与对数函数 y = loga x互为反函数, 互

为反函数的图象关于直线 y = 指数方程和对数方程的主要类型

(1) af(x) = b ⇔ f(x) = loga b, loga f(x) = b ⇔ f(x) = ab; (定义法)

(2) af(x) = ag(x) ⇔ f(x) = g(x), loga f(x) = loga g(x) ⇔ f(x) = g(x) > 0; (转化法)

(3) af(x) = bg(x) ⇔ f(x) logm a = g(x) logm b; (取对数法)

(4) loga f(x) = logb g(x) ⇔ loga f(x) =
loga g(x)

loga b
. (换底法)

4.1

1. (换底) 已知 3a = 5b = c, 且 1
a
+ 1

b
= 2, 则 c = .

证明. a = log3 c, b = log5 c, 1
a
+ 1

b
= logc 15 = 2, c =

√
15.

2. 设 x > 1, y > 1, 且 2 logx y − 2 logy x+ 3 = 0, T = x2 − 4y2 的最小值是 .

证明. 令 logx y = t, 则 2t − 2
t
+ 3 = 0, 2t2+3t−2

t
= (2t−1)(2t+2)

t
= 0, 故 t = 1

2
, x = y2, 考察

y4 − 4y2 的最小值, 为 4.

3. (24 广东预赛) 已知 m, a, b, c 为正整数, 且 a logm 2 + b logm 3 + c logm 5 = 2024, 则 m + a+

b+ c 的最小值是 .

证明. 由等式得 2a3b5c = m2024, 故 2, 3, 5|m, (2 · 3 · 5)|m, 得 m 最小值为 2 · 3 · 5, 同理 a, b, c

的最小值为 2024. m+ a+ b+ c 的最小值是 30 + 3 · 2024 = 6102.
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4. (24 广东预赛) 已知 x > 0, y > 0,− log3 y + 3x =
√
y − 2x = 15 · 32x−1

y
, 则 √

y + x = .

证明. 首先− log3 y+3x = − log3(
√
y)2+3x = −2 log3

√
y+3x. 考虑第一个等号: −2 log3

√
y+

3x =
√
y − 2x, 等号两侧有相似结构, 观察得到解为 x = log3

√
y. 代入第二个等号: √

y −

2 log3

√
y = 5, 观察到 √

y = 9, 于是 x = 2, √y + x = 11.

5. (23宝山二模)已知函数 f(x) = 1
ax+1

−1
2
(a > 0且 a ̸= 1),若关于 x的不等式 f (ax2 + bx+ c) >

0 的解集为 (1, 2), 其中 b ∈ (−6, 1), 则实数 a 的取值范围是 .

证明. 由 a > 0 与不等式解集为 (1, 2) 知 ax 为增函数, 故 a > 1. 由韦达定理知 − b
a
= 3,

b = −3a, 故 a ∈ (1, 2).

6. (23 虹口二模) 对于定义在 R 上的奇函数 y = f(x) 当 x > 0 时, f(x) = 2x + 9
2x+1

, 则该函数

的值域为 .

证明. 注意 0 ∈ D, 所以值域补上 0.

7. (24 江苏预赛) 已知函数 f(x) 是定义在 R 上的偶函数. 若函数 g(x) = f(x)− x2 在 (−∞, 0)

上单调递增, 则不等式 f(3x− 1)− f(2) > (3x− 3)(3x+ 1) 的解集为 .

证明. 表示出 (3x−1)2,协调不等式两边,由单调性与奇偶性得不等式等价于 |3a−1| < 2.

8. (23 贵州预赛) 己知 a > 0, b > 0, log9 a = log12 b = log16(a+ b), 则 b
a
的值为 .

证明. 想办法把 a, b 拿出来, 令 t = log9 a = log12 b = log16(a+ b), 即 a = 9t, b = 12t, a+ b =

16t, 故 9t + 12t = 16t, 我们希望计算 b
a
= (4

3
)t. 将前面的方程同除 9t, 得 1 + (4

3
)t = (4

3
)2t, 解

一元二次方程.

9. (14 一试) 若正数 a, b 满足 2 + log2 a = 3 + log3 b = log6(a+ b), 则 1
a
+ 1

b
的值为 .
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证明. 与习题 ??相似, 但是需要将两项合并, 即 2 + log2 a = log2 4a.

10. (21A 一试) 设函数 f(x) = cosx+ log2 x(x > 0), 若正实数 a 满足 f(a) = f(2a), 则 f(2a)−

f(4a) 的值为 .

证明. cos a+ log2 a = cos 2a+ 1 + log2 x ⇒ cos a = 2 cos2 a ⇒ cos a = 0, 1
2
, LEFT

11. (22A2 一试) 若正数 a, b 满足 log2 a + log4 b = 8, log4 a + log8 b = 2, 则 log8 a + log2 b 的值

为 .

证明. 令 log2 a = x, log2 b = y, 于是有 x + y
2
= 8, a

2
+ b

3
= 2, 解得 x = 20, y = −24,

log8 a+ log2 b =
x
3
+ y = −52

3
.

12. (21A2 一试) 定义域为 R 的函数 f(x) 满足: 当 x ∈ [0, 1) 时, f(x) = 2x − x, 且对任意实数

x, 均有 f(x) + f(x+ 1) = 1. 记 a = log2 3, 则 f(a) + f(2a) + f(3a) 的值为 .

证明. 可提问该函数的周期. 注意到周期为 2, 因为 f(x) + f(x + 1) = f(x + 1) + f(x + 2).

a = 1 + log2
3
2
, 2a = 2 + 2 log2

3
2
, f(2a) = f(2 log2

3
2
)

13. (24 松江二模) 已知 0 < a < 2, 函数 y =


(a− 2)x+ 4a+ 1, x ≤ 2,

2ax−1, x > 2.

若该函数存在最小

值, 则实数 a 的取值范围是 .

证明. 第一段函数单调递减, 显然问题关键点在 x = 2, y(2) = 6a − 3, 考虑 2a 在 a < 1,=

1, > 1 的三种情况.

a = 1, 可行;

a > 1, 单调递增, 2a ≥ 6a− 3 ⇒ a ≤ 3
4
与 > 1 矛盾;

a < 1, 单调递减趋于 0, 故 6a− 3 ≤ 0 ⇒ a ≤ 1
2
;

综上 a ∈ (0, 1
2
] ∪ {1}.
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14. (24A 一试) 若实数 m > 1 满足 log9 (log8 m) = 2024, 则 log3 (log2 m) 的值为 .

证明. 1
2

log3(
1
3

log2 m) = 2024, log3 (log2 m) = 4049.

4.2

1. 若实数 a, b, c 满足 2a + 4b = 2c, 4a + 2b = 4c , 求 c 的最小值

2. 已知 x
1
2 + x− 1

2 = 3, 求 x2+x−2−2

x
3
2+x− 3

2−3
的值.

证明. 因为 x
1
2 + x− 1

2 = 3,
(
x

1
2 + x− 1

2

)2

= 9, x + 2 + x−1 = 9, 所以 x + x−1 = 7, 所以

(x+ x−1)
2
= 49, x2+x−2 = 47. 又因为 x

3
2 +x− 3

2 =
(
x

1
2 + x− 1

2

)
·(x− 1 + x−1) = 3×(7−1) =

18, 所以 x2+x−2−2

x
3
2+x− 3

2−3
= 47−2

18−3
= 3.

3. 已知 3a = 5b = c, 且 1
a
+ 1

b
= 2, 则 c = .

证明. 由 3a = c 得 logc 3
a = 1, 即 a logc 3 = 1, 所以 logc 3 = 1

a
. 同理可得 1

b
= logc 5, 所以由

1
a
+ 1

b
= 2得 logc 3+ logc 5 = 2,所以 logc 15 = 2,所以 c2 = 15.因为 c > 0,所以 c =

√
15.

4. 函数 y = 34−5x−x2
的单调递增区间是 .

5. 已知函数 f(x) = ax + x−2
x+1

(a > 1), 证明:

(1) 函数 f(x) 在区间 (−1,+∞) 上为增函数.

(2) 方程 f(x) = 0 没有负数根.

证明. 假设 x0 是方程 f(x) = 0 的负数根, 且 x0 ̸= −1, 则 ax0 + x0−2
x0+1

= 0, 即 ax0 = 2−x0

x0+1
=

3−(x0+1)
x0+1

= 3
x0+1

−1 (1). 当 −1 < x0 < 0时, 0 < x0+1 < 1,所以 3
x0+1

> 3,所以 3
x0+1

−1 > 2.

由 a > 1 知 ax0 < 1, 所以 (1) 式不成立. 当 x0 < −1 时, x0 + 1 < 0, 所以 3
x0+1

< 0,

3
x0+1

− 1 < −1. 而 ax0 > 0, 所以 (1) 式不成立. 综上所述, 方程 f(x) = 0 没有负数根.
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6. 已知函数 f(x) = loga (a
x − 1) (a > 0 且 a ̸= 1). 证明:

(1) 函数 f(x) 的图象在 y 轴的一侧.

(2) 函数 f(x) 图象上任意两点连线的斜率都大于 0 .

证明. (1) 由 ax − 1 > 0 得 ax > 1. 当 a > 1 时, x > 0, 即函数 f(x) 的定义域为 (0,+∞),

此时函数 f(x) 的图象在 y 轴的右侧; 当 0 < a < 1 时, x < 0, 即函数 f(x) 的定义域为

(−∞, 0), 此时函数 f(x) 的图象在 y 轴的左侧. 所以函数 f(x) 的图象在 y 轴的一侧.

(2) 设 A (x1, y1) , B (x2, y2) 是函数 f(x) 图象上任意两点, 且 x1 < x2, 则直线 AB 的斜率

k = y1−y2
x1−x2

, y1 − y2 = loga (a
x1 − 1) − loga (a

x2 − 1) = loga
ax1−1
ax2−1

. 当 a > 1 时, 由 (1) 知

0 < x1 < x2, 所以 1 < ax1 < ax2 , 所以 0 < ax1 − 1 < ax2 − 1, 所以 0 < ax1−1
ax2−1

< 1, 所以

y1 − y2 < 0. 又 x1 − x2 < 0, 所以 k > 0. 当 0 < a < 1 时, 由 (1) 知 x1 < x2 < 0, 所以

ax1 > ax2 > 1, 所以 ax1 − 1 > ax2 − 1 > 0, 所以 ax1−1
ax2−1

> 1, 所以 y1 − y2 < 0. 又 x1 − x2 < 0,

所以 k > 0. 所以函数 f(x) 图象上任意两点连线的斜率都大于 0 .

7. 设 f(x) 是定义在 R 上的偶函数, 其图象关于直线 x = 1 对称, 且对任意 x1, x2 ∈
[
0, 1

2

]
都有

f (x1 + x2) = f (x1) f (x2).

(1) 设 f(1) = a > 0, 求 f
(
1
2

)
, f

(
1
4

)
.

(2) 证明: f(x) 是周期函数.

8. 设 f(x) = | lgx|, a, b 是满足 f(a) = f(b) = 2f
(
a+b
2

)
的实数, 其中 0 < a < b.

(1) 证明: a < 1 < b.

(2) 证明: 2 < 4b− b2 < 3.

9. 已知不等式 1
n+1

+ 1
n+2

+ · · · + 1
2n

⩾ 1
12

loga(a− 1) + 2
3
对于大于 1 的正整数 n 恒成立, 试确

定 a 的取值范围.
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证明. 观察左侧单调性即可.

10. (22 一试 A6) 已知函数 y = f(x) 的图像既关于点 (1, 1) 中心对称, 又关于直线 x+ y = 0 轴

对称. 若 x ∈ (0, 1) 时, f(x) = log2(x+ 1), 则 f (log2 10) 的值为 .

证明. 关于 x + y = 0 对称, 联想到反函数关于 x − y = 0 对称, 此时有 (x, f(x)) 对称到

(−f(x), x), 所以有LEFT

11. (19B 一试) 设 a, b, c 均大于 1 , 满足


lg a+ logb c = 3

lg b+ loga c = 4

, 则 lg a · lg c 的最大值为 .

证明. 换为以 10 为底后两个方程用于消元, 最后化为一元三次函数, 求导, 得最大值为 16
3

.

5

5.1

1. (24 位育四模)(向量与三角) 正实数 x, y 满足: 存在 a ∈ [0, x] 和 b ∈ [0, y], 使得 a2 + y2 =

2, b2 + x2 = 1, ax+ by = 1, 则 x+ y 的最大值为 .

证明. −→
OA = (a, y), −−→OB = (x, b), 于是有 |

−→
OA| =

√
2, |−−→OB| = 1, 所以 ∠AOB = π

4
, 将 −−→

OB

逆时针旋转 π
2
到

−−→
OB′, 此时 −−→

OB = (−b, x), 令 ∠BOx = α, 于是 y =
√
2 · sin(α + π

4
),

x = 1 · sin(α + π
2
).

2. (24甘肃预赛)已知△ABC 的外接圆半径为 2 ,且满足 2 sinB sinC = 1, cos 2A+3 sin2 B+C
2

−

1 = 0, 则 △ABC 的面积为 .
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证明. 看到外接圆半径 R,使用正弦定理 b

sinB
= 2R = 4. 代入等式得 b

2 sinB
· sinB · c

4
= 1,

故 bc = 8,希望使用面积公式 S =
bc

2
sinA. 解第二个方程: (2 cos2 A)−1+3 · 1− cosA

2
−1 =

4 cos2 A− 3 cosA− 1 = (4 cosA+ 1)(cosA− 1) = 0, 故 cosA = −1

4
, sinA =

√
15

4
.

3. (24 江苏预赛) 已知函数 f(x) = sinωx +
√
3 cosωx(ω > 0). 若函数 f(x) 在区间 (0, π) 上恰

有三个极值点和两个零点, 则 ω 的取值范围为 .

证明. f(x) = 2 sin(ωx+ pi
3
), 得 pi

3
< ωx+ pi

3
< ωπ + π

3
, 结合图像知 5π

2
< ωπ + π

3
≤ 3π.

4. (11 一试) 若 cos5 θ − sin5 θ < 7
(
sin3 θ − cos3 θ

)
(θ ∈ [0, 2π)), 则 θ 的取值范围为 .

证明. 7 cos3 θ + cos5 θ < 7 sin3 θ + sin5 θ, 实际考虑函数 f(x) = 7x3 + x5, 显然单调递增, 故

不等式等价于 cos θ < sin θ.

5. (12一试)设△ABC 的内角 ∠A,∠B,∠C 的对边分别为 a, b, c,且满足 a cosB− b cosA = 3
5
c.

则 tanA
tanB

的值为 .

证明. 正弦定理与 sinC = sin(A+B).

6. (23 贵州预赛) 在 △ABC 中, a2 + b2 + c2 = 2
√
3ab sinC, 则 cos A

2
cos B

2
cos C

2
= .

证明. a2 + b2 + a2 + b2 − 2ab cosC = 2
√
3ab sinC, 故 a2 + b2 = ab(

√
3 sinC + cosC) =

2ab sin(C + π
6
) ≥ 2ab ⇒ C = π

6
, 同时等号成立等价于 a = b, 所以 △ABC 实际是等边三角

形.

7. (19A 一试) 对任意闭区间 I, 用 MI 表示函数 y = sinx 在 I 上的最大值. 若正数 a 满足

M[0,a] = 2M[a,2a], 则 a 的值为 .

证明. 由 sinx 单调性知 a ≥ π
2
, 故 M[a,2a] =

1
2
, sin a = 1

2
或 sin 2a = 1

2
.
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8. (20A 一试) 在 △ABC 中, AB = 6, BC = 4, 边 AC 上的中线长为
√
10, 则 sin6 A

2
+ cos6 A

2

的值为 .

证明. PICTURE 记中点为 D, cos∠ADB = − cos∠CDB, 利用余弦定理得到 AC, 再计

算得 cosA. sin6 A
2
+ cos6 A

2
= (sin2 A

2
+ cos2 A

2
)(sin4 A

2
− sin2 A

2
cos2 A

2
+ cos4 A

2
) = (sin2 A

2
+

cos2 A
2
)2 − 3

4
sin2 A.

9. (21A 一试) 在 △ABC 中, AB = 1, AC = 2, B − C = 2π
3

, 则 △ABC 的面积为 .

证明. 取 AC 上点 D 使得 CD = BD, 解三角形 ABD 得到角 A, S = 1
2
bc sinA = sinA.

10. (22A2 一试) 函数 f(x) = sin 2022x+ |x− 11|+ |x− 27| 的最小值为 .

证明. 注意存在 x ∈ [11, 27] 使得 sinx = −1, 所以最小值为 25.

11. (24 徐汇二模) 如图, 两条足够长且互相垂直的轨道 l1, l2 相交于点 O, 一根长度为 8 的直杆

AB 的两端点 A,B 分别在 l1, l2 上滑动 (A,B 两点不与 O 点重合, 轨道与直杆的宽度等因

素均可忽略不计), 直杆上的点 P 满足 OP ⊥ AB, 则 △OAP 面积的取值范围是 .

O A

B
P

D

l2

l1

证明. 作 PD ⊥ OA, 令 ∠OAB = α, 表示 S∆ABC : AO = 8 cosα, OP = 8 cosα sinα,

AP = 8 cos2 α, S∆ABC = 1
2
· 64 · 1

2
· sin 2α · ( cos 2α+1

2
) = 8 sin 2α(cos 2α + 1) = g(α). g′(α) =

8 · (2 cos 2α(cos 2α+1)−2 sin2 2α) = 16(2 cos2 2α+ cos 2α−1) = 16(2 cos 2α−1)(cos 2α+1),

2α ∈ (0, π),故 cos 2α = 1
2
时取到极值 6

√
3,同时趋于 1, −1时极小值 0. 范围为 (0, 6

√
3].
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12. (24 复附) 已知 α 为第二象限角, sinα + cosα =
√
3
3

, 则 cos 2α = .

证明. sin 2α = −2
3
, 因为 sinα + cosα > 0, 所以 α ∈ (π

2
, 3π

4
), 故 2α 在第三象限, cos 2α =

−
√
5
3

.

13. (24 复附) 已知函数 y = A sin(ωx + φ)(A > 0, ω > 0, 0 ≤ φ < 2π) 的图像与直线 y = b(0 <

b < A) 的三个相邻交点的横坐标依次是 1, 2, 4, 则 φ = .

证明. 作图, 发现 4− 1 实际上是一周期, 同时 x = 1+2
2
处取得最大值, 即 3

2
= π

2
+ 2kπ.

14. (21B 一试) 在 △ABC 中, AB = 1, AC = 2, cosB = 2 sinC, 则 BC 的长为 .

证明. 对 B,C 用正弦定理即可, 计算得 B = π
4
, sinC =

√
2
4

, 在对 A 做正弦定理, 计算得

BC =
√
14+

√
2

2
.

5.2

1. (22 虹口 1.14) 设函数 f(x) = a sinx+ b cosx, 其中 a > 0, b > 0. 若 f(x) ⩽ f
(
π
4

)
对任意

的 x ∈ R 恒成立, 则下列结论正确的是 ( )

A. f
(
π
2

)
> f

(
π
6

)
B. f(x) 的图像关于直线 x = 3π

4
对称

C. f(x) 在
[
π
4
, 5π

4

]
上单调递增

D. 过点 (a, b) 的直线与函数 f(x) 的图像必有公共点

f(x) = c sin(x + α), 注意到 x = π
4
时取到最大值, 同时 x 的系数是 1, 知 f(x) 只经历了

平移, 纵向拉伸, 横向并没有变化! 周期仍为 2π, 由此知 ABC 均错误.

5.1. 强化 D 选项: 如果过点 (a, d) 的直线与函数 f(x) 的图像必有公共点, 那么 d

的范围取值是 .
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看图像, 在 f(x) 的值域范围内即可, 故 [−c, c], 同时注意到与横坐标取值无关.

2. (22 一试 B1) 设 α, β ∈ R, 若 tan(α + β) = 2, tan(α + 2β) = 3, 则 tanα 的值为 .

证明. tan(α + 2β) = tan((α + β) + β), 计算出 tan β = 1
7
, 代回 tan(α + β), 得到 tanα =

13
9

.

5.3

1. (自编) 如果 0 < α, β, γ 且 α + β + γ = π, 那么存在三角形边长恰为 sinα, sin β, sin γ. 并

由此计算 sin2 20◦ + cos2 50◦ + sin 20◦ cos 50◦.

2. (19A 一试) 在 △ABC 中, BC = a, CA = b, AB = c. 若 b 是 a 与 c 的等比中项, 且 sinA

是 sin(B − A) 与 sinC 的等差中项, 求 cosB 的值.

证明. b2 = ac,

2 sinA = sin(B − A) + sinC

= sin(B − A) + sin(A+B)

= 2 sinB cosA (思路: 统一三角, 去掉余弦)

= 2 sinB · b
2 + c2 − a2

2bc

a = b · b
2 + c2 − a2

2bc

2ac = ac+ c2 + a2

解得 a
c
=

√
5−1
2

, 带入得 cosB =
√
5−1
2

(余弦定理).

3. (好题! 24 复附高二月考)

在自然界中, 蜂巢是蜜蜂的家园, 由紧密排列的六角形蜂房连结在一起组成 (如图 1 所

示). 研究发现, 蜂房的形状为” 曲顶多面体”, 其中开口的下底面可以近似看成平面正六
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边形 A1B1C1D1E1F1, 而蜂房的” 上顶”, 由三个全等的菱形 SAHC, SEJC, SEKA 闭合

组成 (如图所示 2 所示), 蜂房的” 侧棱” AA1, HB1, CC1, JD1 , EE1, KF1 均垂直于底面

A1B1C1D1E1F1, 且满足关系 AA1 = CC1 = EE1 > HB1 = JD1 = KF1.

蜂房” 上顶” 的” 弯曲度” 可用” 曲率” 来刻画, 定义其” 弯曲度” 的度量值等于蜂房顶

端三个菱形的各个顶点的” 曲率” 之和, 而每一顶点的” 曲率” 定义为 2π 减去蜂房多

面体在该顶点的各个面角之和 (多面体的面角是多面体的面的内角, 用弧度制表示) , 例

如: 正四面体在每个顶点有 3 个面角, 每个面角是 π
3
, 所以正四面体在各顶点的曲率为

2π − 3× π
3
= π.

(1) 求蜂房” 上顶” 的” 曲率”;

(2) 若图 2 所示的蜂房满足 ∠AHC = ∠AHB1 = ∠CHB1 = θ, 求 θ 的余弦值;

(3) 若蜂房的底面正六边形边长 A1B1 = 1, ” 侧棱” AA1 = 2, 求当蜂房的表面积最小时,

顶点 S 的” 曲率” 的余弦值.

证明. (1) 注意到角度和是三个菱形内角和加上六对平行线 (AA1 ∥ HB1 给出 ∠A1AH +

∠AHB1 = π), 于是曲率为 2π − 3× 2π − 6× π = −10π.

(2) 这是一道好题: 为了求 cos θ, 实际上就是求一个未知数, 那就要列出一个方程. 与角

度有关, 那自然想到在三角形中用角与边长的关系得到方程, 解方程得到 cos θ, 所以基本

策略就是使用正弦定理或余弦定理.
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6

6.1

1. (22闵行 8)若数列 {an}满足

∣∣∣∣∣∣∣∣
√
an+1 1

an − 6 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, n ∈ N⋆,且 lim
n→∞

an存在,则 lim
n→∞

an = .

证明. √
an+1−(an−6) = 0,极限存在,记为 a,在等式两边同时取极限,得

√
a−a+6 = 0,

−(
√
a+ 3)(

√
a− 2) = 0, 因为 a > 0, 所以 a = 4.

7

7.1

1. (22 长宁一模) 已知公差不为 0 的等差数列 {an} 的前 n 项和为 Sn, 若 a4, S5, S7 ∈ {−10,

0}, 则 Sn 的最小值为 .

证明. 自然的想法是先考虑某一项等于 0 或-10 会发生什么, 但是情况很多, 计算很复杂,

更便捷的方法是注意到 S7 = 7a4, 所以 a4 = 0, a1 = −3d. S5 = −10, 5(a1 + 2d) = −10,

a1 + 2d = −2, d = 2, a1 = −6, 所以 n = 3, 4 时 Sn 取到最小值 3a2 = 3(−4) = −12.

2. 若数列 {an} 满足 a1 = 5, an+1 =
(an+1)

2

2an
+ an

2
(n ∈ N∗), 则其前 10 项和为 .

3. 若数列 {an} 满足 a1 =
6
7
, an+1 =


2an, 0 ⩽ an < 1

2
,

2an − 1, 1
2
⩽ an < 1,

则 a2010 = .

4. (21 浙江预赛) 设 a0 = 0, a1 = a2 = 1, a3n = an, a3n+1 = a3n+2 = an + 1(n ≥ 1), 则

a2021 = .

证明. Step by step 即可. a2021 = 6.
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5. (21 浙江预赛) 给定实数集合 A,B, 定义运算

A⊗ B = {x | x = ab+ a+ b, a ∈ A, b ∈ B}.

设 A = {0, 2, 4, · · · , 18}, B = {98, 99, 100}, 则 A⊗ B 中的所有元素之和为 .

证明. 实际上 (a1 ⊗ B) ∩ (a2 ⊗ B) = ∅, 如果 a1, a2 ∈ A, a1 ̸= a2. 所求实际上是等差数列

求和.

6. (24 广东预赛) 数列 {an} 满足: 对任意 n ≥ 2, an = 2024an−1 − n. 如果该数列的每一项

都是正数, 则 a1 的最小值为 .

证明.

7. (24 浙江预赛) 已知数列 {xn} 满足: x1 =
√
2
2
, xn+1 = xn

√
n(n+1)

x2
n+n(n+1)

, n ≥ 1, 则通项

xn = .

证明. 分母比分子大, 故考虑倒数的平方: 1

x2
n+1

=
x2
n + n(n+ 1)

x2
nn(n+ 1)

=
1

x2
n

+
1

n
− 1

n+ 1
. 归

纳得
1

x2
n

=
1

x2
1

+ 1− 1

n
, xn =

√
n

3n− 1
, n ≥ 1.

8. (24 江苏预赛) 已知数列 {an} 满足 a1 = 1, 其前 n 项和为 Sn. 若对任意的正整数 m,n,

当 m > n 时, 恒有 am+n + am−n = 2am + 2an, 则 S10 的值为 .

证明. 取 n = 1, 有 am+1 + am−1 = 2am + 2, am+1 − am = am − am−1 + 2, 故数列

{bn} = {a2 − a1} 是等差数列.

9. (09 一试) 使不等式 1
n+1

+ 1
n+2

+ · · ·+ 1
2n+1

< a− 20071
3
对一切正整数 n 都成立的最小正

整数 a 的值为 .

证明. 考虑数列 an = 1
n+1

+ 1
n+2

+ · · ·+ 1
2n+1

, an+1 − an = 1
2n+3

− 1
2n+2

< 0, 单调递减, 所

以考虑 a1 =
1
2
+ 1

3
< a− 20071

3
即可.
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10. (09 一试) 一个由若干行数字组成的数表, 从第二行起每一行中的数字均等于其肩上的两

个数之和, 最后一行仅有一个数, 第一行是前 100 个正整数按从小到大排成的行. 则最后

一行的数是 .(可以用指数表示).

证明. 注意到每行都是等差数列, 公差为 2n−1, n 为行数, 且一共 100 行. 同时观察猜测

首项递推关系为 an+1 = 2an + 2n−1, 即可计算 a100.

11. (10 一试) 双曲线 x2 − y2 = 1 的右半支与直线 x = 100 围成的区域内部 (不含边界) 整点

(纵横坐标均为整数的点) 的个数为 .

证明. 注意到 x− 1 < y < x, 同时确定好哪些是边界不需要计数.

12. (10 一试) 已知 {an} 是公差不为 0 的等差数列, {bn} 是等比数列, 其中, a1 = 3, b1 =

1, a2 = b2, 3a5 = b3, 且存在常数 α, β 使得对每一个正整数 n 都有 an = logα bn + β. 则

α + β = .

证明. 算出 d = 6, an = 6n− 3, bn = 9n−1, 带入等式即可.

13. (23 贵州预赛) 若数列 {an}+∞
n=1 的通项公式为

an =
n2 + 1000

n
ln n2 + n+ 1000

n2 + 1000
,

则使得 an 取最小值的 n = .

证明. 一眼处理: an = n2+1000
n

ln(1+ n
n2+1000

),即函数 x ln(1+x),显然单调递增, n2+1000
n

=

n+ 1000
n

≥ 2
√
1000 等号成立当且仅当 n =

√
1000 /∈ Z, 考察 n = 32, 33 带入后哪个更小,

得到 n = 32.

14. (14 一试) 设数列 {an} 满足 a1 = 2, an+1 =
2(n+2)
n+1

an, n ≥ 1, 则 a2014
a1+a2+···+a2013

= .
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证明. an = 2n−1(n+ 1) 是等比乘等差, 计算 Sn = n2n 即可.

15. (14 一试) 设实数列 {an} 满足 a1 =
√
2
2
+1, a2 =

√
2+ 1, an+1 + an−1 =

n
an−an−1

+ 2, n ≥ 2.

则通项公式 an = .

证明. 归纳.

16. (14一试)设数列 {an}的前 n项和 Sn组成的数列满足 Sn+Sn+1+ Sn+2 = 6n2+9n+7, n ≥

1. 已知 a1 = 1, a2 = 5, 求数列 {an} 的通项公式.

证明. Sn+3 − Sn = an+3 − an = 12, 得到三段等差数列, 计算 a3 后发现是统一的.

17. (22 四川) 已知数列 {an} 满足: a1 = 1, a2 = 2, a2k+1 =
a22k

a2k−1
, 且 a2k+2 = 2a2k+1−

a2k (k ∈ N+). 则 a2022 的末两位数字是 .

证明. a2k+1 =
a22k

a2k−1
⇒ 等比; a2k+2 = 2a2k+1 − a2k ⇒ 等差. 我们写一下前几项:

1, 2, 4, 6, 9, 12, 16,...

观察到 a2k−1 = k2, 由此可计算 a2k =
√
a2k+1 · a2k−1 = k(k + 1). a2022 = 1011 · 1012, 末两

位为 32.

18. (24复附高二开学考)已知无穷数列 {an}的前 n项和为 Sn,并且有 6Sn = (an + 1) (an + 2),

若不等式 a2an < 0 对任意不等于 2 的正整数 n 恒成立, 则满足条件的数列有

个.

证明. 条件最关键的是 a2an < 0, 也就是 a2 与其他项均异号. 我首先做了一些尝试, 也就

是考虑 an 的前几项: 6a1 = a31 + 3a1 + 2, 得到下述几种路线:
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

a1 = 1, a2 = −1


a3 = 1, a4 = 4 · · ·

a3 = 2, a4 = 5 · · ·

a1 = 2, a2 = −2


a3 = 1, a4 = 4 · · ·

a3 = 2, a4 = 5 · · ·

求 a4 的过程实际上是已知 S3, 代入到等式 6S4 = 6(S3 + a4) = a24 + 3a4 + 2, 解这个一

元二次方程 (以 a4 为未知数), 发现他有一个负根一个实根, 根据 a2an < 0, 我们只能选

择正根作为 a4, 更一般的, 对于任意 n, 求 an 实际都化为了一元二次方程求根 (解方程

6Sn−1 + 6an = a2n + 3an + 2), 同时我猜测从 n = 4 开始, 它都是一个正根一个负根, 那么

就要证明这个猜测. 该猜测即为 a2n − 3an + (2− 6Sn−1) = 0 两根异号, 我们用求根公式写

出两根:

an =
3±

√
9− 4(2− 6Sn−1)

2
=

3±
√
1 + 24Sn−1

2

两根异号等价于两种情况下分子异号, 也就是 3 −
√
1 + 24Sn−1 < 0, 等价于 9 < 1 +

24Sn−1, 即 Sn−1 > 1
3
, 注意到无论 a1, a2 怎么取, 均有 a3 ≥ 1 > 1

3
, 同时 ai > 0 对任

意 i ≥ 4, 所以有 Sn−1 > 1
3
, 即 an 的解一定是一正一负, 舍去负根, 正根唯一, 即确定

a1, a2, a3 后, ai 取值唯一, i ≥ 4. 此时问题就转化为了 a1, a2, a3 的取值有多少可能, 由上

图的分析, 一共四种可能.

19. (19B 一试) 设等差数列 {an} 的各项均为整数, 首项 a1 = 2019, 且对任意正整数 n, 总存

在正整数 m, 使得 a1 + a2 + · · ·+ an = am. 则这样的数列 {an} 的个数为 .

证明. a1 + a2 = am, 得 d | 2019, 故 d ∈ {±1,±3,±673,±2019}, 其中负数只有 −2019 可

行.
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20. (24 华二高三开学考) 已知首项为 2 , 公差为 d 的等差数列 {an} 满足: 对任意的不相等

的两个正整数 i, j, 都存在正整数 k, 使得 ai + aj = ak 成立, 则公差 d 的取值构成的集合

是 .

证明. 和 19 一试一样, a1 + a2 = 4+ d = 2+md, 所以 d | 2, 故 d ∈ {±1,±2}, 注意到 −1

不成立.

21. (21B 一试) 设数列 {an} 满足 a1 = a2 = a3 = 1, 令 bn = an + an+1+ an+2, n ≥ 1. 若 {bn}

是公比为 3 的等比数列, 求 a100 的值.

证明. bn+1 − bn = an+3 − an = 2 · 3n, 所以

a100 = a1 + 2(397 + 394 + · · ·+ 3) =
3100 + 10

13

22. (21上海预赛)设数列 {an}满足: a1 = 1011,且对任意正整数 n,均有 a1+a2+ · · ·+an =

n2an, 则 a2021 = .

证明. Sn = n2an ⇒ Sn+1 − Sn = (n + 1)2an − n2an = an+1, 故 an+1 = n
n+2

an, 计算得

a2021 =
1

2021
.

23. (24 静安二模) 已知等比数列的前 n 项和为 Ss =
(
1
2

)n
+ a, 则 a 的值为 .

证明. 先写几项: a1 =
1
2
+ a, S2 =

1
4+a

, S3 =
1
8
+ a, 故 a2 = −1

4
, a3 = −1

8
, 于是 q = 1

2
, 得

a1 =
1
2
⇒ a = −1.

7.1. 注意到我们可以用 a 表示任意的 an, 因为等比, 我们又可以用 an 表示 q, 即用

多个关于 a 的式子表示 q, 这就给出了解出 a, q 需要的方程.
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7.2

1. (23奉贤二模)设 Sn 是一个无穷数列 {an}的前 n项和, 若一个数列满足对任意的正整数 n,

不等式 Sn

n
< Sn+1

n+1
恒成立, 则称数列 {an} 为和谐数列, 有下列 3 个命题:

(1) 若对任意的正整数 n 均有 an < an+1, 则 {an} 为和谐数列;

(2) 若等差数列 {an} 是和谐数列, 则 Sn 一定存在最小值;

(3) 若 {an} 的首项小于零, 则一定存在公比为负数的一个等比数列是和谐数列. 以上个命题

中真命题的个数有 ( )

A. 0 B. 1 C. 2 D. 3

证明. Sn

n
< Sn+1

n+1
指的是均值上升, 由此得出 (1) 正确; 对于等差数列 {an} 必有公差 d > 0,

由此得出 (2) 正确; 考虑 (3):

Sn+1

n+ 1
− Sn

n
= a1(

1 + q + ·+ qn

n+ 1
− 1 + q + ·+ qn−1

n
)

= a1 ·
nqn − 1− q − · · · − qn−1

n(n+ 1)

> 0

⇐⇒ nqn − 1− qn

1− q
> 0

⇐⇒ (n+ 1)qn − nqn+1 − 1 > 0

注意到 q < −1 即可.

2. (23 宝山二模) 将正整数 n 分解为两个正整数 k1, k2 的积, 即 n = k1 · k2, 当 k1, k2 两数差的

绝对值最小时, 我们称其为最优分解. 如 20 = 1 × 20 = 2 × 10 = 4 × 5, 其中 4 × 5 即为 20

的最优分解, 当 k1, k2 是 n 的最优分解时, 定义 f(n) = |k1 − k2|, 则数列 {f (5n)} 的前 2023

项的和为 ( )
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A. 51012 B. 51012 − 1 C. 52023 D. 52023 − 1

7.3

1. 已知数列 {an}的通项 an = 2009−10n

2010−10n
(n ∈ N∗). 问: 是否存在 N,M ∈ N∗, 使得 aN ⩽ an ⩽

aM ?

证明. 由 an = 1 − 1
2010−10n

, 当 n ⩽ 3 时, 2010 − 10n > 0, an 单调递减, 当 n ⩾ 4 时,

10n − 2010 > 0 , 故 an = 1 + 1
10n−2010

单调递减, 且当 n ⩽ 3 时, an < 1, 而当 n ⩾ 4 时,

an > 1. 所以存在 N = 3,M = 4, 使 a3 ⩽ an ⩽ a4.

2. 已知 an = 3 × 2n, 把数列 {an} 的各项排成三角形状, 如图, 用 f(i, j) 表示第 i 行中第 j

个数, 如 f(4, 3) = a12 = 3× 212, 则 f(10, 8) = .

a1

a2 a3 a4

a5 a6 a7 a8 a9

a10 a11 a12 a13 a14 a15 a16

3. 已知 a1 = 1, a2 = 3, an+2 = (n+ 3)an+1 − (n+ 2)an, 如果当 n ⩾ m 时, an 均能被 9 整除,

求 m 的最小值.

证明. 由条件可得 an+2 − an+1 = (n+ 2) (an+1 − an) = (n+ 2)(n+ 1) (an − an−1) = · · · =

(n+2), (n+1) · · · 4·3·(a2 − a1) = (n+2)!. 从而 an = a1+(a2 − a1)+· · ·+(an − an−1) = 1!+

2!+3!+ · · ·+n!(n ⩾ 1). 经计算不难得到 a1 = 1, a2 = 3, a3 = 9, a4 = 33, a5 = 153 = 9×17,

当 m ⩾ 6 时, 9 | m!, 所以当 m ⩾ 5 时, 9 | am. 而 9× a4, 于是 mmin = 5.

4. 数列 {an} 满足 a1 = 2, an+1 = a2n + 6an + 6 (n ∈ N∗).
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(1) 求数列 {an} 的通项公式.

(2) 设 bn = 1
an−6

− 1
a2n+6an

, 证明: 数列 {bn} 的前 n 项和 Tn 满足 Tn ∈ [− 5
16
,−1

4
).

证明. (1) 由 an+1 = a2n + 6an + 6 得 an+1 + 3 = (an + 3)2, 所以 an + 3 = (an−1 + 3)2 =

(an−2 + 3)2
2

= · · · = (a1 + 3)2
n−1

, 所以 an = 52
n−1 − 3.

(2) 因为 bn = 1
an−6

− 1
a2n+6an

= 1
an−6

− 1
an+1−6

, 所以 Tn = 1
a1−6

− 1
an+1−6

= −1
4
− 1

52n−9
. 而

0 < 1
52n−9

⩽ 1
52−9

= 1
16

, 所以 − 5
16

⩽ Tn < −1
4
.

5. (22 闵行) 已知 {an} 是公差为 d 的等差数列, 前 n 项和为 Sn, a1, a2, a3, a4 的平均值为 4,

a4, a6, a7, a8 的平均值为 12.角标错了?

(1) 求证 : Sn = n2;

(2) 是否存在实数 t, 使得
∣∣∣an+1

an
− t

∣∣∣ < 1, 对任意 n ∈ N⋆ 恒成立, 若存在, 求出 t 的范围,

若不存在, 说明理由.

(1) 直接读出 3d = 8

6. (22 青浦一模) 如果数列 {an} 每一项都是正数, 且对任意不小于 2 的正整数 n 满足

a2n ⩽ an−1an+1, 则称数列 {an} 具有性质 M .

(1) 若 an = p · qn, bn = an+ b (p, q, a, b 均为正实数), 判断数列 {an} , {bn} 是否具有性质

M , 并说明理由;

(2) 若数列 {an} , {bn} 都具有性质 M, cn = an + bn, 证明: 数列 {cn} 也具有性质 M ;

(3) 设实数 a ⩾ 2, 方程 x2 − ax + 1 = 0 的两根为 x1, x2, an = xn
1 + xn

2 (n ∈ N∗), 若

a1
a2

+ a2
a3

+ · · ·+ an
an+1

> n− 1 对任意 n ∈ N∗ 恒成立, 求所有满足条件的 a.

(1)显然等比数列具有性质M ,所以 an ∈ M . b22−b1b3, (2a+b)2−(a+b)(3a+b) = a2 > 0,

所以不具备性质 M .
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(2) an ≤ √
an−1an+1, bn ≤

√
bn−1bn+1, cn ≤ √

an−1an+1 +
√

bn−1bn+1, c2n ≤ an−1an+1 +

bn−1bn+1 + 2
√
an−1an+1bn−1bn+1

7. (24 甘肃预赛) 已知数列 {an} 满足 a1 + 2a2 + · · ·+ nan = (n− 1) · 2n+1 + 2.

(1) 求 {an} 的通项公式;

(2) 设 bn = 1
an

+ 1
a2n

, 记 bn 的前 n 项和为 Sn, 若 [x] 表示不超过 x 的最大整数, 求证:∑n
i=1 [Si] < n.

证明. (1) 显然, an = 2n.

(2) bn = 2−n + 2−2n. Sn =
4

3
− 1

2n
− 1

3
· 1

22n
, S1 −

3

4
< 1, 所以 [S1] = 0, 又因为 Sn < 2, 故

[Sn] ≤ 1, 因此
n∑

i=1

[Si] < n 成立.

8. (10 一试) 求证: 方程 2x3 + 5x− 2 = 0 恰有一个实数根 r, 且存在唯一的严格递增的正整

数数列 {an}, 使得 2
5
= ra1 + ra2 + · · · .

证明. 导数 > 0 故仅有一个实数根 r, 有 2r3 + 5r = 2 ⇒ 2
5
= r + 2r3

5
, 2

5
= r · 1

1−r3
, 幂级

数展开得 an = 3n− 2. 唯一性, 如果存在 {bn} ̸= {an} 使得
∑

rbn = 2
5
, 考虑最小的 n 使

得 bn ̸= an, 不妨 bn < an = 3n− 2, 即 bn ≤ 3n− 1, 同时由 {bn} 单调递增, 知
∞∑

m=n

rbm ≤

∞∑
i=0

r3n−1+i < r3n−2(由 r ∈ (1
3
, 2
5
), 实际上小于 1

2
即可), 故

∑
rbn <

∑
ran = 2

5
.

9.

7.2. 证明 (1 + 2 + · · ·+ n)2 = 13 + 23 + · · ·n3.

(12一试)已知数列 {an}的各项均为非零实数,且对任意的正整数 n,都有 (a1 + a2 + · · ·+ an)
2 =

a31 + a32 + · · ·+ a3n.

(1) 当 n = 3 时, 求所有满足条件的三项组成的数列 a1, a2, a3;
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(2) 是否存在满足条件的无穷数列 {an}, 使得 a2013 = −2012 ? 若存在, 求出这样的无穷

数列的一个通项公式; 若不存在, 说明理由.

证明. 令 Sn =
n∑

i=1

ai, 则 S2
n+1 − S2

n = a3n+1, 即 2an+1Sn + a2n+1 = a3n+1.LEFT

10. (13 一试) 设正项数列 {xn} 满足 Sn ≥ 2Sn−1, n ≥ 2, 这里 Sn 是数列 {xn} 的前 n 项和.

求证: 存在常数 C > 0, 使得 xn ≥ C · 2n 对任意正整数 n 成立.

证明. 第一反应是反证: 任取 C > 0, 存在 n ∈ Z+ 使得 xn < C · 2n. 分析题目: Sn ≥

2Sn−1 ≥ · · · ≥ 2n−1x1. 反证法要找矛盾, 那只能与 Sn ≥ 2Sn−1 矛盾, 即需要 Sn−1 + xn ≤

2Sn−1, 那么取 C = 1
4
x1 即可, 因为此时存在 n 使得 xn < 2n−2x1 ≤ Sn−1, 故矛盾.

11. (18A 一试) 已知实数列 a1, a2, a3, · · · 满足：对任意正整数 n, 有 an (2Sn − an) = 1, 其中

Sn 表示数列的前 n 项和. 求证:

(1) 对任意正整数 n, 有 an < 2
√
n;

(2) 对任意正整数 n, 有 anan+1 < 1.

证明. (1) an (2Sn − an) = (Sn − Sn−1)(Sn + Sn−1) = 1, 即 S2
n = S2

n−1 + 1 为等差数列.

a1 ·(2a1−a1) = 1 ⇒ a21 = 1,故 S2
n = n, Sn = ±

√
n. |Sn−Sn−1| <

√
n+

√
n− 1 < 2

√
n,

故 (1) 成立;

(2) anan+1 = (Sn − Sn−1)(Sn+1 − Sn), 分类讨论即可.

12. (21A 一试) 已知复数列 {zn} 满足:

z1 =

√
3

2
, zn+1 = zn (1 + zni) , n ≥ 1,

其中 i 为虚数单位. 求 z2021 的值.
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证明. 计算得 z2 =

√
3

2
+

3

4
i, Re z3 =

√
3

2
, 猜想 Re zn =

√
3

2
. 考虑 z =

√
3

2
+ bi, 带入得

z′ = z(1 + zi) =

√
3

2
+

(
3

4
+ b2 − b

)
i

即 Im zn+1−
1

2
= (Im zn−

1

2
)2 = (0− 1

2
)2

n , Im zn = (−1
2
)2

n−1
+ 1

2
. 故 zn =

√
3
2
+[(−1

2
)2

n−1
+

1
2
]i.

13. (19A 一试) 对正整数 n 及实数 x(0 ≤ x < n), 定义

f(n, x) = (1− {x}) · C[x]
n + {x} · C[x]+1

n ,

其中 [x] 表示不超过实数 x 的最大整数, {x} = x− [x]. 若整数 m,n ≥ 2 满足

f

(
m,

1

n

)
+ f

(
m,

2

n

)
+ · · ·+ f

(
m,

mn− 1

n

)
= 123,

求 f
(
n, 1

m

)
+ f

(
n, 2

m

)
+ · · ·+ f

(
n, mn−1

m

)
的值.

证明. LEFT

14. (24 华二高三开学考) 已知函数 f(x) = 2x

2x+
√
2
.

(1) 求证: 函数 f(x) 的图像关于点
(
1
2
, 1
2

)
对称;

(2) 设 Sn =
∑n

i=1 f
(
i
n

)
, 数列 {an} 满足 an = 4Sn+

√
2, 设 Tn 是数列 {bn} 的前 n 项和, 其

中 bn = an+1

(an+1)(an+1+1)
, 若对任意 n ∈ N∗ 均有 Tn < λ 恒成立, 求 λ 的最小值.

证明. (2) Sn = n
2
(此处对称性对初学者较难), an = 4

n
2
+
√
2, bn = 2( 1

an+1
− 1

an+1+1
), 裂项相

消得 Tn = 2( 1
a1+1

− 1
an+1+1

), 考虑极限即可.

15. (24 曹二高二月考 1) 已知无穷数列 {an} 的各项均为实数. 若存在 M > 0, 使得对任意正

整数 n, |an| ≤ M 恒成立,则称 {an}为有界数列;记 bi = |ai+1 − ai| , (i = 1, 2, 3 · · · , n−1),
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若存在 T > 0, 使得对任意 n ≥ 2, n ∈ N, b1 + b2 + b3 + · · ·+ bn−1 ≤ T 恒成立, 则称 {an}

为有界变差数列.

(1) 已知数列 {an} 的通项公式为 an = 1
n2 , 判断 {an} 是否为有界数列? 是否为有界变差

数列?（只需写出结论）；

(2) 设 q ∈ R. 若首项为 1 , 公比为 q 的等比数列 {cn} 为有界变差数列, 求 q 的取值范围;

(3) 已知两个严格增的无穷数列 {dn} 和 {en} 均为有界数列. 记 fn = dn · en, 证明: 数列

{fn} 为有界变差数列.

证明. (1). {an} 有界且为有界变差. 有界是显然的, 我们证明有界变差.

法一: 由 ai > 0 得 bi = |ai+1 − ai| < ai+1, 故

n−1∑
i=1

bi <
n∑

i=2

ai

注意到

n∑
i=2

ai =
n∑

i=2

1

i2
<

n∑
i=2

1

i(i− 1)
=

n∑
i=2

(
1

i− 1
− 1

i
) =

1

1
− 1

n
< 1.

所以
∑

bi < 1, 有界.

法二: bi =

∣∣∣∣ 1

(i+ 1)2
− 1

i2

∣∣∣∣ = 2i+ 1

i2(i+ 1)2
≤ 4i

i2(i+ 1)2
≤ 4

i(i+ 1)
= 4

(
1

i
− 1

i+ 1

)
.

求和得到
∑

bi ≤ 4, 故有界.

(2). cn = qn−1, bi = |qi − qi−1| = |q|i−1|1 − q| 实为以 |q| 为公比的等比数列, 求和有界等

价于收敛, 故 0 < |q| < 1 即可.

(3). 每次都想着单调有界必有极限, 然后拿上确界来做, 但实际用不到这些超纲的东西.
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设 |di| ≤ M1, |ei| ≤ M2.

bi = |di+1ei+1 − diei|

= |di+1ei+1 − di+1ei + di+1ei − diei|

≤ |di+1ei+1 − di+1ei|+ |di+1ei − diei|

≤ M1(ei+1 − ei) +M2(di+1 − di)

于是有
∑

bi ≤ M1(M2 − e1) +M2(M1 − d1) 有界.

8

8.1

1. (23 奉贤二模) 已知 y = f(x) 为 R 上的奇函数, 且当 x ≥ 0 时, f(x) = x2

2
+ 25

4
ln(x + 1) +

12
π

cos π
3
x+ a, 则 y = f(x) 的驻点为 .

证明. 即求导函数 f ′(x) 的零点:

f ′(x) = x+
25

4(x+ 1)
− 4 sin π

3
x

= (x+ 1) +
25

4(x+ 1)
− 4 sin π

3
x− 1

≤ 5− 4 sin π

3
x− 1

= 4− 4 sin π

3
x

知 f ′(x) ≥ 0, 等号成立当且仅当 x = 3
2
(由基本不等式等号成立条件与 sin π

3
x = 1 得出). 再

由奇函数得驻点为 ±3
2
.

2. (14 一试) 设数列 {an} 满足 a1 =
π
6
, an+1 = arctan (sec an) , n ≥ 1. 求正整数 m, 使得

sin a1 · sin a2 · · · · sin am =
1

100
.
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证明. tan an+1 =
1

cos an , sin an+1 =
cos an+1

cos an ,故 sin a1·sin a2 · · ··sin am = sin a1
cos a2
cos a1 · · ·

cos am
cos am−1

=

tan a1 cos am 问题转化为求 cos am 表达式: sin2 an+1 = cos2 an+1

cos2 an , 1 − cos2 an+1 = cos2 an+1

cos2 an ,

1
cos2 an = 1−cos2 an+1

cos2 an+1
= 1

cos2 an+1
− 1, 即可计算.

8.2

1. (22 静安二模) 已知函数 f(x) = 1
2
x2
(a+ 1)x+ a lnx, 其中 a 为常数.

(1) 若 a = −2, 求曲线 y = f(x) 在 (2, f(2)) 处的切线方程.

(2) 当 a < 0 时, 求函数 y = f(x) 的最小值.

(3) 当 0 ≤ a < 1 时, 讨论 y = f(x) 的零点个数.

2. (24 上实四模) 已知函数 f(x) = lnx− ax2.

(1) 当 a = 1
2
时, 求函数的单调区间;

(2) 若 f(x) ≤ 0 恒成立, 求 a 的取值范围;

(3) 求证: 2 ln(n+ 1) < 3 + 5
4
+ 7

9
+ · · ·+ 2n+1

n2 .

证明. (1) f(x) = lnx− 1
2
x2, 若 f ′(x) = 1

x
− x > 0, 又因为 x > 0, 于是有 x ∈ (0, 1] 时单

调上升; 若 f ′(x) = 1
x
− x < 0, 又因为 x > 0, 于是有 x > 1 时单调下降.

(2) f ′(x) = 1
x
− 2ax,

i. a = 0, 显然不成立;

ii. a < 0, 对任意 x > 1, 我们有 f(x) = lnx− ax2 > 0, 所以不成立;

iii. a > 0, 此时 f ′(x) = 1
x
− 2ax 先正后负, 所以有最大值, 即考虑 f ′(x) = 0, 解得

x = 1√
2a

, 此时 f( 1√
2a
) = −1

2
ln(2a)− 1

2
≤ 0, e−1−ln 2 ≤ a, 即 1

2e
≤ a.

(3) : 即证 2 ln(n + 1) <
∑n

i=1
2i+1
i2

. 典型的一侧对数, 一侧求和, 先处理右侧, 2i+1
i2

=

i2+2i+1
i2

− 1 =
(
i+1
i

)2 − 1, 右侧即为
∑n

i=1((1 + 1
i
)2 − 1). 考虑左侧 2 ln(n + 1) =

47



2(ln 2
1
+ln 3

2
+· · ·+ ln n+1

n
) =

∑n
i=1 ln(1+ 1

i
)2. 考虑函数 f(x) = ln(1+ 1

x
)2−(1+ 1

x
)2+1,

作变量代换 y = (1+ 1
x
)2 > 1,于是有 f(y) = ln y− y+1 = ln(1+ y− 1)− (y− 1) < 0,

于是每一项都小于 0, 故求和小于 0.

: 归纳法: A1 < B1 且 (An+1 − An) ≤ (Bn+1 − Bn), ∀n ≥ 1⇒ An < Bn.

令 An = 2 ln(n+ 1), Bn =
∑n

i=1
2i+1
i2

.

1. 2 ln 2 < 3, 因为 e2 ln 2 = 4 < e3;

2. An+1 − An = 2 ln(1 + 1
n+1

), Bn+1 − Bn = 2(n+1)+1
(n+1)2

=
(
1 + 1

n+1

)2 − 1. 回顾第一

问: f(x) = lnx − 1
2
x2 在 x ≥ 1 时单调递减, 故 f(x) ≤ f(1) = −1

2
, x > 1, 等价于

2 lnx ≤ x2 − 1. 代入 x = 1 + 1
n
, 故 An+1 − An ≤ Bn+1 − Bn.

An = A1 +
∑n−1

i=1 (Ai+1 − Ai) < Bn = B1 +
∑n−1

i=1 (Bi+1 − Bn). 原命题得证.

8.1. 如果 x ≥ 0, 那么 ln(1 + x) ≤ x, 等号成立当且仅当 x = 0.

证明. f(x) = ln(1 + x) − x, x ≥ 0. f ′(x) = 1
1+x

− 1 = −x
1+x

≤ 0, 故 f(x) 单调递减, 且

x > 0 时严格单调递减, f(0) = 0, 故论断成立.

3. (24 江苏预赛) 函数 y =
√
x− 5 +

√
25− x 的值域为 .

证明. (a) 法一: 柯西不等式: (
√
x− 5 · 1+

√
25− x · 1) ≤

√
(x− 5 + 25− x) · (1 + 1) =

2
√
10, 最小值看两端点即可;

(b) 法二: 求导得到极值点: y′ =

√
25− x−

√
x− 5

√ · √
显然单调递减, 零点为 x = 15.

4. (20A 一试) 设 a, b > 0, 满足: 关于 x 的方程
√

|x| +
√
|x+ a| = b 恰有三个不同的实数

解 x1, x2, x3, 且 x1 < x2 < x3 = b, 则 a+ b 的值为 .
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证明. (法一) 注意到如果 x0 是解, 那么 −x0 − a 也是解, 方程共三个解, 故必有一解为

x0−x0−a
2

= −a
2
, 带入得 b =

√
2a, 再带入 x = b 是一解, 得 a+ b = 144.

(法二) 给了 a, b > 0, 老实分类:

f(x) =



√
−x+

√
−x− a x ≤ −a;

√
−x+

√
x+ a −a ≤ x ≤ 0;

√
x+

√
x+ a x ≥ 0.

判断单调性, 显然有 x ∈ (−∞,−a) 时单调递减, x ∈ (0,+∞) 时单调递增. 对于 x ∈

(−a, 0), 求导判断出先增后减, 拐点是 x = −a
2
. 同时 f(−a) = f(0), 故三个解当且仅当

b = f(−a
2
), 同样得到 b =

√
2a.

5. (24 华二高三开学考) 已知函数 f(x) = 1
2
x2 − (a+ 1)x+ a lnx. (其中 a 为常数)

(1) 若 a = −2, 求曲线 y = f(x) 在点 (2, f(2)) 处的切线方程;

(2) 当 a < 0 时, 求函数 y = f(x) 的最小值;

(3) 当 0 ⩽ a < 1 时, 试讨论函数 y = f(x) 的零点个数, 并说明理由.

证明. 分析导函数考虑极值点即可, 0 < a < 1 一个, a = 0 两个 (此时定义域为 x ∈ R 还

是 x > 0 我并不确定, 因为原题中为 lnx).

6. (24 南模高三开学考) 已知函数 f(x) =


3x, 0 ≤ x ≤ 1

lnx, x > 1

, 若存在实数 x1, x2 满足 0 ≤

x1 < x2, 且 f (x1) = f (x2), 则 x2 − 6x1 的取值范围为 .

证明. 直接上 lnx2 = 3x1, 所以有 x2 = e3x1 , x2 − 6x1 = e3x1 − 6x1, 即考察函数 f(x) =

e3x − 6x 在 [0, 1] 上的取值范围, 求导后观察单调性即可, [2− 2 ln 2, e3 − 6].
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7. 当 0 ≤ x < π
2
时, 证明: tan x+ sinx ≥ 2x.

证明. f(x) = tanx + sinx − 2x, f ′(x) = 1
cos2 x + cosx − 2 ≥ 2√

cosx − 2 ≥ 0, f(0) = 0, 故

f(x) ≥ 0, x ∈ [0, π
2
).

8. (23 全国 I 卷) 已知函数 f(x) = a(ex + a)− x, 证明: 当 a > 0 时, f(x) > 2 ln a+ 3
2
.

证明. 因为不等号右边为定值, 故证明左边最小值大于右边即可, f ′ = aex − 1 = 0, 得

x = − ln a, 希望证 f(− ln a) = 1 + a2 + lna > 2 ln a+ 3
2
, 考虑函数 g(x) = a2 − ln a− 1

2
的

最小值即可, g′(x) = 2a− 1
a
= 0, 得 a =

√
2
2

, g(
√
2
2
) = ln

√
2 > 0.

9. (24 上中高三上期中) 若定义在 R 上的函数 y = f(x) 和 y = g(x) 分别存在导函数 f ′(x)

和 g′(x). 且对任意 x 均有 f ′(x) ≥ g′(x), 则称函数 y = f(x) 是函数 y = g(x) 的” 导控函

数”. 我们将满足方程 f ′(x) = g′(x) 的 x0 称为” 导控点”

(1) 试问函数 y = x 是否为函数 y = sinx 的” 导控函数”?

(2) 若函数 y = 2
3
x3 + 8x + 1 是函数 y = 1

3
x3 + bx2 + cx 的” 导控函数”, 且函数 y =

1
3
x3 + bx2 + cx 是函数 y = 4x2 的” 导控函数”, 求出所有的” 导控点”;

(3) 若 p(x) = ex + ke−x ，函数 y = q(x) 为偶函数，函数 y = p(x) 是函数 y = q(x) 的”

导招函数”, 求证: ” k = 1 ” 的充要条件是” 存在常数 c 使得 p(x)− q(x) = c 恒成立。”.

证明. (1). 1 ≥ cosx.

(2). 2x2 + 8 ≥ x2 + 2bx + c ≥ 8x, 2x2 + 8 = 8x ⇐⇒ x = 2 ⇒ c = 12− 4b, 第二个不等号

给出 ∆ ≥ 0, 带入 c, 得到 (b − 2)2 ≥ 0 ⇒ b = 2, c = 4. 不清楚题目问的是哪一对函

数的导控点.

(3). 先证必要性⇒ : 此时 p(x) = ex+e−x, p(x)−q(x) = c ⇐⇒ p′(x)−q′(x) = 0,又 p′(x) ≥

q′(x) 且 p′(−x) ≥ q′(−x)(实际上是 −p′(x) ≥ −p′(x)), 由此得到 p′(x)− q′(x) = 0, 故
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必要性成立. 重点是注意到对于偶函数有 f ′(x) = −f ′(−x), 可以留作习题让学生证

明.

(4). 充分性 ⇐ : 此时有 p′(x)− q′(x) = 0, 还是一样的对 x,−x 两种情况求导再结合导控

性质, 得到 (k − 1)(ex + e−x) = 0, 故 k = 1, 充分性成立.

8.3

1. (24 南模高三开学考) 定义: 对于函数 f(x) 和数列 {xn}, 若 (xn+1 − xn) f
′ (xn) + f (xn) = 0,

则称数列 {xn} 具有” f(x) 函数性质”. 已知二次函数 f(x) 图象的最低点为 (0,−4), 且

f(x + 1) = f(x) + 2x + 1, 若数列 {xn} 具有” f(x) 函数性质”, 且首项为 1 的数列 {an} 满

足 an = ln (xn + 2) − ln (xn − 2), 记 {an} 的前 n 项和为 Sn, 则数列
{
Sn ·

(
n
2
− 5

)}
的最小

值为 .

证明. 显然有 f(x) = x2 − 4, f ′(x) = 2x, 带入性质的关系式得 xn+1 − xn = −x2
n−4
2xn

, xn+1 =

xn

2
+ 2

xn
. 既然要计算 Sn · (n2 − 5), 那就要先计算出 Sn, 这等价于弄清楚 an, 记住, 我们能处

理的基本就是等差等比, 那这自然需要发掘 an+1, an 的关系:

an+1 =
ln(xn+1 + 2)

ln(xn+1 − 2)

=
ln(xn

2
+ 2

xn+2
)

ln(xn

2
+ 2

xn−2
)

= ln
(
xn + 2

xn − 2

)2

= 2an

an 实际上是个等比数列, 由 a1 = 1 得 an = 2n−1, Sn = 2n − 1, 最后结果用计算器打表即可,

n = 9 时取到 −255.5.
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8.4

1. (19A 一试) 在平面直角坐标系 xOy 中, 圆 Ω 与抛物线 Γ : y2 = 4x 恰有一个公共点, 且圆 Ω

与 x 轴相切于 Γ 的焦点 F . 求圆 Ω 的半径.

证明. 注意到圆 Ω的方程为 (x−1)2+(y−r)2 = r2. 一个公共点: 在该点处切线相同 (为什么?

因为两个二次函数只有一个交点,所以相切?), 2ydy = 4dx, dy
dx

= 2
y
; 2(x−1)dx+2(y− r)dy =

0, dy
dx

= −x−1
y−r

. 同时该点处有 y = 2
√
x(不妨假设交点在第一象限), 计算 2

2
√
x
= − x−1

2
√
x−r
得到

r, 带入圆 Ω 方程解得 x 从而得到 r.

2. (21B 一试) 在平面直角坐标系中, 函数 y = 1
|x| 的图像为 Γ. 设 Γ 上的两点 P,Q 满足: P 在

第一象限, Q 在第二象限, 且直线 PQ 与 Γ 位于第二象限的部分相切于点 Q. 求 |PQ| 的最

小值.

证明. 从 Q = (x0,− 1
x0
) 入手, 切线 l : y + 1

x0
= 1

x2
0
(x − x0), l ∩ y = 1

x0
, 得 P = ((1 −

√
2)x0,

1
(1−

√
2)x0

),

|PQ|2 = 2x2
0 +

(2−
√
2)2

((1−
√
2)x0)2

≥ 4

故最小值为 2.

9

9.1

1. (21 浙江预赛) 设复数 z = x+ yi 的实虚部 x, y 所形成的点 (x, y) 在椭圆 x2

9
+ y2

16
= 1 上. 若

z − 1− i

z − i
为实数, 则复数 z = .

证明. 先不急着算, 注意到 z − 1− i

z − i
= 1 − 1

z − i
∈ R ⇐⇒ 1

z − i
∈ R ⇐⇒ z − i ∈ R ⇐⇒

Im z = 1. 参数方程 x = 3 cosα, y = 4 sinα = 1, 得 x 共两解.
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2. (23 福建预赛) 已知 z1, z2 是互为共轭的复数, 若 |z1 − z2| = 4
√
3,

z1
z22

∈ R, 则 |z1| = .

证明. 注意到 z1z2
z32

∈ R ⇐⇒ 1

z32
∈ R ⇐⇒ z32 ∈ R ⇐⇒ z2 = |z2| · e

2πi
3 or |z2| · e

4πi
3 , 观察图像知

|z2| =
2√
3

Im z2, |z1 = z2| = 4
√
3 知 Im z2 = 2

√
3, 于是 |z2| = 4.

3. (23 广东预赛) 已知复数 z, 满足 z /∈ R, z + 2
z
∈ R, 则 |z2 + 2z − 3| 的最大值为 .

证明. 使用指数形式, z = |z|eiα, 2
z
=

2

|z|
e−iα, z+ 2

z
∈ R ⇐⇒ Im(

2

z
+

2

|z|
e−iα),故 |z|+ 2

|z|
= 0,

于是 |z| =
√
2. |z2 + 2z − 3| = |z + 3||z − 1|(发现不是完全平方, 不能转换为 z 到定点距离

的平方). 我们看一下几何:

A

B C

(−1, 0) (3, 0)O

于是 |z + 3||z − 1| = |AB||AC|, |OB| = 1, |OC| = 3, |OA| = 2, cos∠AOB = − cos∠AOC.

三边尽知, 余弦定理:

4. (24 甘肃预赛) 若复数 z, z1, z2 满足: z1 (z1 − 4) = 5 + 12i, z2 = 1−i
i
, |z − z1| = 1, 则 |z − z2|

的最小值为 .

证明.

5. (24 浙江预赛) 已知复数 z 满足 z24 = (z − 1)510 = 1, 则复数 z = .

证明. z = cosα+ i sinα, z− 1 = (cosα− 1)+ i sinα 仍是单位根, 所以 cosα = −(cosα− 1),

得 cosα = 1
2
, sinα = ±

√
3
2

, 代入均满足题目中的等式.

6. (24 江苏预赛) 设 a ∈ R. 已知虚数 z 满足 |z| = 1, 且 (z + a)2 = a, 则实数 a 的值为 .
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证明. (z + a) 要么是实数要么是纯虚数, 注意纯虚数时有 a < 0.

7. (23 贵州预赛) 设复数 z1, z2 满足 |z1| = 2, |z2| = 3, |z1 + z2| = 4, 则 z1
z2

= .

证明. 思考 z1z2 与 z1
z2
的区别: z1z2 = |z1||z2|ei(α−β), z1

z2
= |z1|

z2
ei(α−β). 已知模长, 计算角度对

应的正弦值, 余弦值即可.

8. (18A 一试) 设复数 z 满足 |z| = 1, 且使得关于 x 的方程 zx2 + 2z̄x+ 2 = 0 有实根. 则这样

的 z 的和为 .

证明. z = a+ bi, 注意 b = 0 的情况即可.

9. (20A 一试) 设 z 为复数. 若 z−2
z−i
为实数 ( i 为虚数单位), 则 |z + 3| 的最小值为 .

证明. (法一): 带入 z = a+ bi 计算.

(法二): z−2
z−i

∈ R ⇐⇒ z 在 2, i 的直线上, 化为 (−3, 0) 到直线的最短距离.

10. (24 复附) 已知 a, b, c, d ∈ C, 若集合 S = {a, b, c, d} 满足: 对任意 x, y ∈ S, 均有 xy ∈ S, 若

已知 a = b2 = c4 = 1, 则 b+ c+ d = .

证明. S 为四次单位根的集合.

11. (22 一试 B1) 设 z0 为复数, 集合 A =
{
z0 + ik | k ∈ Z

}
( i 为虚数单位). 若 A 的所有元素之

和为 8 + 8i, 则 A 的所有元素之积为 .

证明. 4z0 = 8 + 8i.
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9.2

1. (22 虹口一模) 已知 a, b ∈ R, 复数 z = a+ 2bi (其中 i 为虚数单位) 满足 z · z̄ = 4. 给出下列

结论:

(1) a2 + b2 的取值范围是 [1, 4];

(2)
√

(a−
√
3)2 + b2 +

√
(a+

√
3)2 + b2 = 4;

(3) b−
√
5

a
的取值范围是 (−∞,−1] ∪ [1,+∞);

(4) 1
a2

+ 1
b2
的最小值为 2.

其中正确结论的个数是 ( )

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4

Hint: 考虑 (2), (3) 的几何意义.

证明. a = 2 cosα, b = sinα, 实际上对应了椭圆 x2

4
+ y2

1
= 1; 显然有 (1) 正确; (2) 即为椭

圆上点到 (±
√
3, 0) 两点的距离和, 这两点实际上是焦点, 所以等于 4; b−

√
5

a
实际上是斜率,

找过 (0,
√
5) 且与该椭圆相切的直线, 计算得 (3) 正确; 1

4 cos2 α + 1
sin2 α

≥ 1
| sin 2α| , 所以 (4) 错

误.

10

10.1

1. (21 浙江预赛) 对于正整数 n, 若 (xy − 5x + 3y − 15)n 展开式经同类项合并, xiyj(i, j =

0, 1, · · · , n) 合并后至少有 2021 项, 则 n 的最小值为 .

证明. 证明 xiyj, 0 ≤ i, j ≤ n+ 1 均可出现, 故 (n+ 1)2 ≥ 2021, 得 n ≥ 44.
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2. (24 浙江预赛) 若对所有大于 2024 的正整数 n, 成立 n2024 =
∑2024

i=0 aiCi
n, ai ∈ N∗, 则 a1+

a2024 = .

证明. 组合意义. 左边: 从 n 个不同东西中有放回地取 2024 次的方法; 右: ai Ci
n 指共取出 i

种东西的方法数, 即首先 Ci
n 确定多少种 i 种东西, ai 即为这 i 种东西填满 2024 个格子的排

列数, 于是 i = 1 时显然 a1 = 1; i = 2024 时显然 a2024 = 2024!. 再由多项式系数的唯一性,

知 ai 的唯一性.

3. (10 一试) 方程 x+ y + z = 2010 满足 x ≤ y ≤ z 的正整数解 (x, y, z) 的个数为 .

证明. 首先注意到只要有一组解 a, b, c 我们都可以把他从小到大排列成 x ≤ y ≤ z, (1) 三

个解各不相同, 除 P3
3; (2) 两个解相同, 除 C2

3, (3) 全相同, 仅有 x = y = z = 670. 所以

排序实际上不是关键困难, 关键是确定各种解的数量. 因为是正整数解, 原方程的解等价于

(x− 1) + (y − 1) + (z − 1) = 2007 的正整数解, 等价于 x′ + y′ + z′ = 2007 的非负整数解, 于

是可以插空法得解的个数为 C2
2007+2, 再由 3x < 2010得两个元素相同的解共 669种, 于是符

合题意的解的数量为

C2
2009 −669− 1

P3
3

+ 669 + 1 = 336731.

4. (13 一试) 已知数列 {an} 共有 9 项, 其中 a1 = a9 = 1, 且对每个 i ∈ {1, 2, · · · , 8}, 均有

ai+1

ai
∈
{
2, 1,−1

2

}
. 则这样的数列的个数为 .

证明. 0 个 1, 4 个 2, 4 个 −1
2
; C4

8;

4 个 1, 2 个 2, 2 个 −1
2
; C4

8 C2
4;

8 个 1, 0 个 2, 0 个 −1
2
; 1;
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5. (19A 一试) 将 6 个数 2, 0, 1, 9, 20, 19 按任意次序排成一行, 拼成一个 8 位数 (首位不为 0),

则产生的不同的 8 位数的个数为 .

证明. 全概率公式 考虑全排列 (首项不为 0)−19− 20 + [19 ∪ 20] :

C1
5 ·P5

5 −C1
4 ·P4

4 −C2
5 ·P3

3 +C2
4 = 498.

6. (21A 一试) 设有理数 r = p
q
∈ (0, 1), 其中 p, q 为互质的正整数, 且 pq 整除 3600 . 这样的有

理数 r 的个数为 .

证明. 先不考虑小于 1 的限制, 只考虑形如 2a3b5c

2A3B5C
= 2x3y5z 的有理数, 最终计算时, 大于 1

取到数即可. 因为互质, 所以有 min a,A = 0, 其他情况同理, 故 x ∈ {−4,−3, ..., 4}, 共 9 种

情况, y, z 各 5 种, 三者均为 0 时等于 1, 故个数为

C1
9 ·C1

5 ·C1
5 −1

2
= 112.

7. (20A 一试) 现有 10 张卡片, 每张卡片上写有 1, 2, 3, 4, 5 中两个不同的数, 且任意两张卡片

上的数不完全相同. 将这 10 张卡片放入标号为 1, 2, 3, 4, 5 的五个盒子中, 规定写有 i, j 的卡

片只能放在 i 号或 j 号盒子中. 一种放法称为” 好的”, 如果 1 号盒子中的卡片数多于其他每

个盒子中的卡片数. 则” 好的” 放法数量为 .

证明. 分析每个盒子放信的数量只有两种情况: 3 + 2221 或 4 + 其他任意

4 + : 1 号盒以外还有 6 张牌, 每张牌有 2 种选择: 62.

3 + 2221: 问题是哪个盒子放一张牌, 这也就需要将 2345 盒子分类: 第一步: C3
4, 从 2345

中选 3 个放出一号盒子 (12,13,14), 可以看出 234 与 5 是不同的 (以在不在一号盒子为分
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类标准), 故分为两类: 2, 3, 4 中一张牌或 5 中一张牌, 具体写出后发现情况很少可以具体计

算.

8. (22 重庆) 至少通过一个正方体的 3 条棱中点的平面个数为 .

证明. 既考虑多点共面的面有多少:

: 6 个表面, 3 个横切面, 12 个垂直于平行面的面;

: 4 个.

9. (24 徐汇二模) 将四棱雉 S − ABCD 的每个顶点染上一种颜色, 并使同一条棱的两端点异

色, 如果只有四种颜色可供使用, 则不同的染色方法总数为 .

证明. B − A−D, 选好 A 后看 BD 同色还是异色进行分类. 72.

10. (22 四川预赛) 已知函数 f : {1, 2, · · · , 10} → {1, 2, 3, 4, 5}, 且对一切 k = 1, 2, · · · , 9, 有

|f(k + 1)− f(k)| ≥ 3. 则符合条件的函数 f 的个数为 .

证明. 马尔科夫链 P (Xn = an | X1 = a1, ..., Xn−1 = an−1) = P (Xn = an | Xn−1 = an−1), 事

件的发生只和上一个事件有关, 而与过去无关. 注意到 {1} → {4, 5}, {2} → {5}, 同时 1, 5

等价, 2, 4 等价.

f(1) = 1120 = (1, 0), f(2) = 4151 = (1, 1), f(3) = 1221 = (2, 1), f(4) = 4253 = (2, 3),

f(5) = 1523 = (5, 3) → (5, 8) → (13, 8) → ()

11. (24 松江二模) 已知 x7 = a0 + a1(x− 1) + a2(x− 1)2 + . . .+ a7(x− 1)7, 则 a5 = .

证明. x 换元为 x+ 1: (x+ 1)7 =
∑7

i=0 aix
i.
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12. (24A 一试) 若三个正整数 a, b, c 的位数之和为 8 , 且组成 a, b, c 的 8 个数码能排列为

2, 0, 2, 4, 0, 9, 0, 8, 则称 (a, b, c) 为” 幸运数组”, 例如 (9, 8, 202400) 是一个幸运数组. 满足

10 < a < b < c 的幸运数组 (a, b, c) 的个数为 .

证明. 8=4+2+2=3+3+2, 故两个大类. , 0 !

(a) 4+2+2: 先放 0, 直接 C3
5, 放 2, 放 489, C3

5 ·C2
5 ·P3

3 = 600, 去掉 20, 20 情况, 即

C1
3 P3

3 = 18, 去掉顺序, 得 600−12
2

= 291.

(b) 3+3+2: 一样的方法, 去掉顺序为直接除 2, 故 300.

综上 591.

13. (22 一试 B1) 有四所学校的学生参加一项数学竞赛, 每所学校派出 3 名选手. 组委会要抽选

其中若干名选手做一项调研, 要求任意两所学校被抽中的选手数之和至少为 1 , 至多为 3 ,

则不同的抽选方式为 .

证明. 考虑从正面还是反面, 实际上只能是 1 + 0, 1 + 1, 2 + 1, 总情况为 1 + 1 + 1 + 0,

1 + 1 + 1 + 1, 2 + 1 + 1 + 0, 2 + 1 + 1 + 1 并不复杂, 分类枚举并不复杂:

(a) 1+1+1+0: C1
4 3

3;

(b) 1+1+1+1: 34;

(c) 2+1+1+0: C1
4 C2

3 C1
3 3

2;

(d) 2+1+1+1: C1
4 C2

3 3
3

求和为 837.

14. (21 上海预赛) 已知整数 n > 3, 把 n 个人分成两组, 每组至少 2 个人, 则不同的分法共有

种.
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证明. 2n − C0
n −C1

n −Cn
n −Cn−1

n

2
= 2n−1 − n− 1.

15. (21 上海预赛) 在正整数 1, 2, · · · , 20210418 中, 有多少个数的数码和是 8 ?

证明. 实际上是
∑

ai = 8 非负解的问题, 分情况 1 ∼ 9999999, 10000000 ∼ 19999999,... 逐步

分组.

16. A,B,C,D四座孤立的小岛,任意两岛间都可以建一座桥将其连接起来,则建桥方法数为 .

证明. : 四个没有都连起来, 实际上会分成几个连通链: 1+1+1+1, 1+1+2, 2+2, 3+1.

显然只有 3 + 1 是可能的, 故 C3
6 −4 = 16.

: 如果连通, 要么是一个链 ABCD, 要么是树 A−B,A−C,A−D. 计算链实际上是 4!
2
,

被排列确定, 同时 ABCD = DCBA, 树则考虑顶点即可, 12 + 4 = 16.

11

11.1

1. (24 甘肃预赛) 在小于 15 的正整数中, 不重复地取出 3 个数, 则它们的和能被 3 整除的概率

为 .

证明. 考虑和能否被 3 整除, 显然考虑模 3 后的余数: 余数为 0: 3,6,9,12(4 个); 余数为 1:

4,7,10,13(5 个); 余数为 2: 2,5,8,11,14(5 个). 三个数的和被 3 整除只有如下情况: 1+2+0;

0+0+0; 1+1+1; 2+2+2, 故概率为 C1
5 C1

5 C1
4 +C3

4 +C3
5 +C3

5

C3
14

.

2. (24 江苏预赛) 有 4 道选择题, 每题有 4 个选项, 其中恰有一个选项正确, 某同学对每道选择

题都随机选择一个选项, 则该同学恰好答对两题的概率为 .

证明. 显然 C2
4 ·3 · 3
44

.
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3. (10 一试) 已知 {an} 是公差不为 0 的等差数列, {bn} 是等比数列, 其中, a1 = 3, b1 = 1, a2 =

b2, 3a5 = b3,且存在常数 α, β 使得对每一个正整数 n都有 an = logα bn+β.则 α+β = .

证明. 首先算出大于 6 的概率是 7

12
(可以枚举也可以等差数列求和), 随后有概率为 7

12
(1 +

(
5

12
)2 + (

5

12
)4 + · · · ).

4. (23甘肃预赛)袋中装有 m个红球和 n个白球,其中 m > n ≥ 4. 现从中任取两个球,若取出

的两个球是同色的概率等于取出的两个球是异色的概率, 则满足 m + n ≤ 40 的数组 (m,n)

的个数为 .

证明. C2
m +C2

n

C2
m+n

=
C1

m ·C1
n

C2
m+n

, 实际只要考虑分子就可以, 因为概率空间一致, 概率相同就是事

件个数相同也就是分子相同. m(m− 1) + n(n− 1) = 2mn ⇐⇒ (m− n)2 = m+ n ≤ 40.

5. (12一试)某情报站有 A,B,C,D 四种互不相同的密码, 每周使用其中的一种密码, 且每周都

是从上周未使用的三种密码中等可能地随机选用一种. 设第一周使用 A 种密码, 那么第七

周也使用 A 种密码的概率为 .

证明. 设 An 为第 n 次为 A 的概率, 那么有 An = 1
3
(1− An−1), 得到等比数列, 秒.

可将数字改小一些, 比如计算第五周是 A 的概率, 让学生练习枚举的方法, 加深对加法原则

和乘法原则的理解.

6. (14 一试) 设 A,B,C,D 是空间四个不共面的点, 以 1
2
的概率在每对点之间连一条边, 任意

两对点之间是否连边是相互独立的, 则 A,B 可用 (一条边或者若干条边组成的)空间折线连

接的概率为 .

证明. 枚举, 分类依据为 A 与 B 是否连接 ⇒A 与 C 是否连接....

7. (14 一试) 将一副扑克牌中的大小王去掉, 在剩下的 52 张牌中随机地抽取 5 张, 其中至少有

两张牌上的数字 (或者字母 J,Q,K,A) 相同的概率为 .
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证明. 反面考虑即可: 1− C5
13 4

5

C5
52

.

8. (18A 一试) 将 1, 2, 3, 4, 5, 6 随机排成一行, 记为 a, b, c, d, e, f , 则 abc + def 是偶数的概率

为 .

证明. C1
3

C3
6

.

9. (19A 一试) 在 1, 2, 3, · · · , 10 中随机选出一个数 a, 在 −1,−2,−3, · · · ,−10 中随机选出一个

数 b, 则 a2 + b 能被 3 整除的概率为 .

证明. 考虑余数: a2 ≡ 0, 1mod 3

0: 3, 6, 9;

1: 1, 2, 4, 5, 7, 8, 10.

b ≡ 0, 1, 2mod 3

0: − 3,−6,−9;

1: − 2,−5,−8;

2: − 1,−4,−7,−10.

考虑 0 + 0, 1 + 2 即可, 故概率为 C1
3 ·C1

3 +C1
7 ·C1

4

C1
10 ·C1

10

.

10. (21A 一试) 一颗质地均匀的正方体骰子, 六个面上分别标有点数 1, 2, 3, 4, 5, 6. 随机地抛掷

该骰子三次 (各次抛掷结果互相独立),所得的点数依次为 a1, a2, a3,则 |a1 − a2|+ |a2 − a3|+

|a3 − a1| = 6 的概率为 .

证明. 显然不会有三个全相等, 可能情况为三个都不同, 有一对相同, 以此为依据分类:

: 不妨假设 a1 > a2 > a3(实际上经过一次全排列即可达成).
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|a1 − a2| + |a2 − a3| + |a3 − a1| = 2(a1 − a3) = 6, 故 (4, 1), (5, 2), (6, 2) 三种情况, 每种情况

中 a2 有两个选择, 故总选择数为 P3
3 ·C1

3 ·C1
2 = 36.

: 不妨考虑 a1 = a2,此时 |a1 − a2|+|a2 − a3|+|a3 − a1| = 2|a1−a3|,即 |a1−a3| = 3,

和第一种情况一样, 不过此时 a1 与 a3 的大小关系不确定, 也就是有两种选择. 此时总数为

C2
3 ·C1

3 C1
2 = 18.

概率为 36+18
63

= 1
4
.

11. (21A 一试改) 一颗质地均匀的正方体骰子, 六个面上分别标有点数 1, 2, 3, 4, 5, 6. 随机地

抛掷该骰子六次 (各次抛掷结果互相独立), 所得的点数依次为 a1, a2, ..., a6, 则 |a1 − a2| +

|a3 − a4|+ |a5 − a6| = 6 的概率为 .

证明.

6 = 0 + 1 + 5 = 0 + 2 + 4 = 0 + 3 + 3

= 1 + 1 + 4 = 1 + 2 + 3

= 2 + 2 + 2

实际是计算 |ai − ai+1| = 0, 1, 2, 3, 4, 5 的概率, 或等价地说, 个数.

0: C1
6;

1: 10 (12, ..., 56);

2: 8 (13, 24, 35, 46);

3: 6 (14, 25, 36);

4: 4 (15, 26);

5: 2 (16).
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概率为
C1

3 ·6 · C1
3 ·10 · 2 + C1

3 ·6 · C1
2 ·8 · 4 + C1

3 ·6 · 62 + C2
3 ·102 · 4 + ·C1

3 ·10 · C1
2 ·8 · 6 + 83

66

12. (22A2 一试) 在 1, 2, · · · , 10 中随机选出三个不同的数, 它们两两互素的概率为 .

证明. 正面考虑反面考虑都可以:

: 即计算存在非互素对的个数.

三个偶数: C3
5;

两个偶数一个奇数: C2
5 ·C1

5;

一个偶数两个奇数: 这个时候要考虑非互素对是两个奇数还是一个奇数与一个偶数. 两个

奇数不互素: 只能是 39, 故 C1
5 配一个偶数即可. 两个奇数互素, 其中一个奇数与偶数不互

素: 只能是 6 与 3/9 或 10 与 5, 故 C1
2 ·C1

3+C1
4;

三个奇数: 其中两个必为 3, 9, 故 C1
3.

总数为 10 + 50 + 5 + 6 + 4 + 3 = 78, 考虑反面, 故概率为 C3
10 −78

C3
10

=
7

20
.

: 三个数中至多一个偶数.

三个奇数: 考虑不同时选 39 即可: C3
5 −C1

3(或 1 + C1
2 ·C2

3);

一个偶数, 偶数来自于 2, 4, 8: 奇数选两个不选到 39 即可: C1
3 ·(C2

5 −1);

偶数为 6: 奇数不选到 3 或 9 即可: C2
3;

偶数为 10: 奇数不选到 5 且不同时选到 39: C2
4 −1;

总数为 7 + 27 + 3 + 5 = 42.

13. (24A 一试) 一个不均匀的骰子, 掷出 1, 2, 3, 4, 5, 6 点的概率依次成等差数列. 独立地先后掷

该骰子两次, 所得的点数分别记为 a, b. 若事件” a+ b = 7 ” 发生的概率为 1
7
, 则事件” a = b

” 发生的概率为 .
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证明. 条件为两个方程: a + · · · + (a + 5d) = 1,
∑

(a + id)(a + (5 − i)d) = 1
7
, 希望求的是∑

(a+ id)2 = 1
7
+ 30d2, 前两个方程得出 d2 即可 (都是具体展开计算).

14. (24 交附) 用简单随机抽样的方法从含 n 个个体的总体中, 逐个抽取一个样本量为 3 的样本,

若其中个体 a 在第一次就被抽取的可能性为 1
8
, 那么 n = .

证明. 糊弄人的, 8.

12

12.1

1. (23宝山二模)已知非零平面向量 −→a ,
−→
b 不平行,且满足 −→a ·

−→
b = −→a 2 = 4,记 −→c = 3

4
−→a + 1

4

−→
b ,

则当
−→
b 与 −→c 的夹角最大时,

∣∣∣−→a −
−→
b
∣∣∣ 的值为 .

证明. 先做 ??, 知 −→a ⊥(
−→
b − −→a ), 故可坐标化为代数计算: −→a = (2, 0), −→

b = (2,m), −→c =

(2, m
4
)

2. (23虹口二模)已知平面向量 −→a ,
−→
b ,−→c ,−→e 满足 |−→a | = 3, |−→e | = 1, |

−→
b −−→a | = 1, ⟨−→a ,−→e ⟩ = 2π

3

且对任意的实数 t, 均有 |−→c − t−→e | ≥ |−→c − 2−→e |, 则 |−→c −
−→
b | 的最小值为 .

证明. 先建系, −→a = (3, 0), −→e = (−1
2
,
√
3
2
). |−→c − t−→e |2 ≥ |−→c − 2−→e |2, 即 t2 − 2−→e · −→c t+ 4−→e ·

−→c − 4 ≥ 0, ∆ ≤ 0, 得 (−→e · −→c − 2)2 ≤ 0, 故 −→e · −→c = 2, 注意这等价于 −→c 对应的点 (x, y)

正是直线 l : − 1

2
x +

√
3

2
y = 2, −→b 的轨迹是以 (3, 0) 为原点, 半径为 1 的圆, 故最小值即为

(3, 0) 到直线 l 的距离减去半径.

3. (22 普陀二模) 设 x, y ∈ R, 若向量 −→a ,
−→
b ,−→c 满足 −→a = (x, 1),

−→
b = (2, y),−→c = (1, 1), 且向量

−→a −
−→
b 与 −→c 互相平行, 则 |−→a |+ 2|

−→
b | 的最小值为 .
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证明. 平行得到 x+ y = 3.

(a) (法一)答案做法: 考虑向量 −→a +2
−→
b ,终点在一条直线上,最小值即为垂直该直线时,同

时此时 −→a ,
−→
b ,−→a + 2

−→
b 共线, 所以达到最小值.

(b) (法二) 代数表示 |−→a | + 2|
−→
b |, 考虑一阶导等于 0, 此时得到一个四次方程, 计算器求解

得到两个实根, 带入后两个值中小的是最小值.

4. (24 徐汇二模) 如图所示, 已知 △ABC 满足 BC = 8, AC = 3AB,P 为 △ABC 所在平面内

一点. 定义点集 D =
{
P
∣∣∣−→AP = 3λ

−→
AB + 1−λ

3

−→
AC , λ ∈ R

}
. 若存在点 P0 ∈ D, 使得对任意

P ∈ D, 满足 |
−→
AP | ≥

∣∣∣−−→AP0

∣∣∣ 恒成立, 则
∣∣∣−−→AP0

∣∣∣ 的最大值为 .

A

B C

证明. 首先改写 P 的形式: −→
AP = λ · 3

−→
AB + (1− λ)(1

3

−→
AB), 得到下图:

A

B C

F

E

|
−−→
AP0| ≤ |

−→
AP | 恒成立, 即 AP ⊥ FE, 故计算 A 到 EF 的最小值, 注意到 △AFE ≃ △ABC,

故问题转化为求 A 到 BC 距离的最小值, 注意到参数是 AB = r, A 即为以 B 为圆心 r 为

半径的圆与以 C 为圆心 3r 为半径的圆的交点: O1 : x
2 + y2 = r2, O2 : (x − 8)2 + y2 = 9r2,

联立解得 x, 再由 ABP0 为直角三角形, 解得 |AP0| 为一元函数, 求得最值.
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5. (24 南模高三周练 5) 已知平面向量 −→a �−→b �−→c 满足 |
−→
b | = 2, |−→a +

−→
b | = 1,−→c = λ−→a +µ

−→
b , 且

λ + 2µ = 1. 若对每一个确足的向量 −→a , 记 |c̄| 的最小值为 m. 则 m 的最小值为 .m 的

最大值为 .

证明. 考虑几何意义: 不妨 −→
b = (2, 0), | − −→a −

−→
b | = 1, 即 −−→a 为

−→
b 终点半径为 1 的圆,

对称到 −→a = (−2 + cosα, sinα), 同时 λ−→a + 2µ(1
2

−→
b ) 即为以 −→a 与 1

2

−→
b 构成的线段上点为中

点的向量, m 即为长度, 最短 0, 最长即为相切, 由相似可更快速得到 m = 1
3

6. (24 松江二模) 已知正三角形 ABC 的边长为 2 , 点 D 满足
−−→
CD = m

−→
CA + n

−−→
CB, 且 m >

0, n > 0, 2m+ n = 1, 则 |
−−→
CD| 的取值范围是 .

证明. 2m · 1
2

−→
CA+ n ·

−−→
CM , 注意到只有 AM 线段且要去掉端点.

7. (15B 一试) 正 2015 边形 A1A2 · · ·A2015 内接于单位圆 O, 任取它的两个不同的顶点 Ai, Aj,∣∣∣−−→OAi +
−−→
OAj

∣∣∣ ≥ 1 的概率为 .

证明.
∣∣∣−−→OAi +

−−→
OAj

∣∣∣2 = 1 + 1 + 2 cosα ≥ 1, 其中 α 为 Ai, Aj 的夹角, 故 α ∈ [−2π
3
, 2π

3
],

不是一般性的, 可令 Ai = (1, 0), 于是有 n · 2π
2015

∈ [−2π
3
, 2π

3
] ⇒ n ∈ [−671, 671], 概率为

2·671
2014

= 671
1007

.

8. (24 建平高三月考 1)

9. 已知圆心为 O, 半径为 1的圆上有三点 A,B,C, 若 7
−→
OA+5

−−→
OB+8

−→
OC =

−→
0 , 则 −−→

BC= .

证明.
(
5
−−→
OB + 8

−→
OC

)2

= 49 ⇒
−−→
OB ·

−→
OC = 1

2
, 又因为模长均为 1, 直接设坐标即可, |−−→BC| =

√
3.
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12.2

1. 已知非零平面向量 −→a ,
−→
b 不平行, 且满足 −→a ·

−→
b = −→a 2, 对任意向量 −→c = (x, y), 将 (x, y) 称

为 −→c 对应的点. 证明 −→a ,
−→
b ,

−→
b −−→a 对应的三个点构成直角三角形.

证明. 1. (法一) −→a · (
−→
b −−→a ) = 0.

2. (法二) −→
b 在 −→a 上的投影恰与 −→a 相等,

∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosα = |−→a |, −→b 即为斜边.

2. (24 浙江预赛) 已知平面上单位向量 −→a ,
−→
b 垂直, −→c 为任意单位向量, 且存在 t ∈ (0, 1), 使得

向量 −→a + (1− t)
−→
b 与向量 −→c −−→a 垂直, 则 |−→a +

−→
b −−→c | 的最小值为 .

证明. −→a = (1, 0),
−→
b = (0, 1),−→c = (cosα, sinα), −→a + (1 − t)

−→
b = (1, 1 − t), −→c − −→a =

(cosα− 1, sinα), (−→a + (1− t)
−→
b ) · (−→c −−→a ) = cosα− 1 + (1− t) sinα = 0

3. (12 一试) 设 P 是函数 y = x+ 2
x
(x > 0) 的图象上的任意一点, 过 P 分别向直线 y = x 和 y

轴作垂线, 垂足分别为 A,B. 则 −→
PA ·

−−→
PB 的值为 .

证明. −→
PA ·

−−→
PB = |

−→
PA| · |

−−→
PB| cosα, 注意到 α = 3π

4
, P = (x0, x0 +

2
x0
), B = (0, x0 +

2
x0
), |−→PA|

即为点 P 到直线 y = x 的距离, 计算即可.

4. (24 华二高三开学考) 在 △ABC 中, −−→BC ·
−→
CA =

−→
CA ·

−→
AB, |

−→
BA +

−−→
BC| = 2, π

3
⩽ B ⩽ 2π

3
, 则

−→
BA ·

−−→
BC 的取值范围是 .

证明. −−→
BC ·

−→
CA =

−→
CA ·

−→
AB ⇒ ab cosC = bc cosA ⇒ a cosC = c cosA ⇒ a

cosA = c
cosC , 形

式让人想到正弦定理, 让我有 A = C 的冲动, 虽然我现在完全感受不到这个冲动, 并觉得该

结论并不显然. 由正弦定理, a = c sinA
sinC

= c cosA
cosC , 于是有 tanA = tanC, 所以 A = C, 这是

个等腰三角形. |
−→
BA +

−−→
BC| = 2c cos B

2
= 2, 所以 c = 1

cos B
2

, −→BA ·
−−→
BC = c2 cosB = cosB

cos2 B
2

=

2 cos2 B
2
−1

cos2 B
2

= 2− 1
cos2 B

2

= [−2, 2
3
].
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13

13.1

1. (22 虹口一模) 圆 x2 + y2 + 4 sin θ · x+ 4 cos θ · y + 1 = 0 的半径等于 .

证明. (x+ 2 sin θ)2 + (y + 2 cos θ)2 = 3.

2. (22 长宁一模) 已知双曲线 M : x2 − y2

6
= 1 的左, 右焦点分别为 F1, F2, 过 F1 的直线 l 与

双曲线 M 的左, 右两支分别交于点 A,B. 若 △ABF2 为等边三角形, 则 △ABF2 的边长

为 .

3. (19B 一试) 若以 (r + 1, 0) 为圆心, r 为半径的圆上存在一点 (a, b) 满足 b2 ≥ 4a, 则 r 的最

小值为 .

证明. (a) (法一): 参数方程. a = r + 1 + r cosα, b = r sinα,

b2 ≥ 4a

(r sinα)2 ≥ 4(r + 1 + r cosα)

r2(1− cos2 α) ≥ 4(r + 1 + r cosα)

r(r − 4) ≥ (r cosα + 2)2

右侧大于等于 0, 若取 r = 4, 存在 α 使得 cosα = −1
4
, 右侧等于 0. 所以 r 最小值为 4.

(b) (法二): 几何意义. 圆上存在点 (a, b) 满足 b2 ≥ 4a 即圆与 y2 = 4x 有交点

4. (23 虹口二模) 过原点的直线 l 与双曲线 C : x2

a2
− y2

b2
= 1(a, b > 0) 的左, 右两支分别交于

M,N 两点, F (2, 0) 为 C 的右焦点, 若 −−→
FM ·

−−→
FN = 0, 且 |

−−→
FM |+ |

−−→
FN | = 2

√
5, 则双曲线 C

的方程为 .
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证明. 易得信息: a2 + b2 = 4, 不妨设 |
−−→
FM | − |

−−→
FN | = 2a(由过原点直线带来的中心对称性),

再由 |
−−→
FM | − |

−−→
FN | = 2

√
5 用 a 来表示 |

−−→
FM |, |

−−→
FN |, 如何利用 −−→

FM ·
−−→
FN = 0 垂直呢? 写成

向量形式很困难, 我们目前的理想是解出 a, 从而得到曲线方程, 在 RT△FMN 中用勾股定

理, 唯一阻碍是斜边 MN 的长度, 注意到 |OF | = 2 = 1
2
|MN |, 这是因为 l 带来的对称性使

得 O 是 MN 的中点, 于是可以解得 a.

5. (24 浙江预赛) 已知四面体 A− BCD 的外接球半径为 1. 若 BC = 1,∠BDC = 60◦, 球心到

平面 BDC 的距离为 .

证明. 注意到 △BCD 是等边三角形.

6. (24 江苏预赛) 在平面直角坐标系 xOy 中, 点 O 为坐标原点. 点 A 在第一象限, 且在圆

Γ: (x − 1)2 + y2 = 1 上. 点 B 为直线 OA 与直线 µ : x
5
+ y

25
= 1 的交点. 则 |OA|

|OB| 的最大值

为 .

证明. 参数方程后直接联立, 考察横坐标比值.

7. (24 江苏预赛) 设圆内接四边形 ABCD 的边长分别为 AB = 2, BC = 6, CD = 9, AD = 7,

则该圆的直径长为 .

证明. 联结对角线,注意到内接四边形对角互补,于是余弦值为相反数,由此计算对角线长度

与余弦值, 再由正弦定理得直径.

8. (14 预赛) 设 F1, F2 是椭圆 x2

a2
+ y2

b2
= 1(a > b > 0) 的两个焦点, P 是椭圆上的一点. 如果

△PF1F2 的面积为 1, tan∠PF1F2 =
1
2
, tan∠PF2F1 = −2, 则 a 的值为 .

证明. 计算三角形得 a 与 c 的关系, 再由面积算出 a.
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9. (13 一试) 在平面直角坐标系 xOy 中, 点 A,B 在拋物线 y2 = 4x 上, 满足 −→
OA ·

−−→
OB = -4 . F

是拋物线的焦点, 则 S△OFA · S△OFB = .

证明. A = (x1, y1), B = (x2, y2), x1x2 + y1y2 = x1x2 − 4
√
x1x2 = −4(y1, y2 必有一负.),

(
√
x1x2 − 2)2 = 0, √x1x2 = 2, S△OFA · S△OFB =

√
x1x2 = 2.

10. (19A一试)设 A,B 为椭圆 Γ的长轴顶点, E,F 为 Γ的两个焦点, |AB| = 4, |AF | = 2+
√
3.P

为 Γ 上一点, 满足 |PE| · |PF | = 2, 则 △PEF 的面积为 .

证明. 显然有 a = 2, c =
√
3, |PE| + |PF | = 4, |PE| · |PF | = 2, 解得 |PE| = 2 +

√
2,

|PF | = 2−
√
2, 可以发现 △PEF 是 RT△(实际上一试是喜欢简化计算的, 故经常出现直角

三角形和等边三角形), 故面积为 1.

11. (20A一试)在椭圆 Γ中, A为长轴的一个端点, B 为短轴的一个端点, F1, F2 为两个焦点. 若
−−→
AF1 ·

−−→
AF2 +

−−→
BF1 ·

−−→
BF2 = 0, 则 |AB|

|F1F2| 的值为 .

证明. −−→
AF1 = (−c + a, 0), −−→AF2 = (c + a, 0); −−→BF1 = (−c, b), −−→BF2 = (c, b). 利用 −−→

AF1 ·
−−→
AF2 +

−−→
BF1 ·

−−→
BF2 = a2 − c2 + b2 − c2 = 0 得 a2 = 3b2, c2 = 2b2, 故 |AB|

|F1F2| =
√

a2+b2

4c2
=

√
2
2

.

12. (21A 一试) 在平面直角坐标系 xOy 中, 抛物线 Γ : y2 = 2px(p > 0) 的焦点为 F , 过 Γ 上一

点 P (异于 O ) 作 Γ 的切线, 与 y 轴交于点 Q. 若 |FP | = 2, |FQ| = 1, 则 −→
OP ·

−→
OQ 的值

为 .

证明. 抛物线坐标设法: P = (2pt2, 2pt), 计算在点 P 的切线: 2ydy = 2pdx, dy
dx

= p
y
, 切

线: y − yp = p
yp
(x − xp) ⇒ yyp − 2pxp = p(x − xp) ⇒ ypy = p(x+ xp), 坐标代入 2pt · y =

p(x + 2pt2) ⇒ 2ty = x + 2pt2. x = 0 时 y = pt, Q = (0, pt). |FQ|2 = p2

4
+ p2t2 = 1,

|FP |2 = (2pt2 − p
2
)2 + (2pt)2 = (2pt2 + p

2
)2 = 4, 得 p = 1, t2 = 3

4
. −→
OP ·

−→
OQ = 2p2t2 = 3

2
.
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13.2

1. (22 重庆) 设 F 是双曲线 Γ : x2 − y2 = 1 的左焦点, 经过 F 的直线与 Γ 相交于 M,N 两点.

(1) 若 M,N 都在双曲线的左支上, 求 △OMN 面积的最小值;

(2) x 轴上是否存在一点 P , 使得 −−→
PM ·

−−→
PN 为定值? 若存在, 求出点 P 的坐标; 若不存在,

说明理由.

14

14.1

1. (24 甘肃预赛) 已知点 P,A,B,C 是球 O 的球面上的四个点, PA, PB, PC 两两垂直且长度

均为 18. M 是线段 AP 上的点, 且 AM = 2PM . 记过点 M 与平面 ABC 平行的平面为 α,

则球 O 被平面 α 截得的截面周长为 .

证明. 画出图, P 为正方体的顶点, 内接在球中, 然后点到平面距离加上半径求出所截小圆

的半径.

2. (10 一试) 已知正三棱柱 ABC − A1B1C1 的 9 条棱长都相等, P 是边 CC1 的中点. 二面角

B − A1P − B1 = α, 则 sinα = .

证明. 建系, 计算,
√
5

2
√
2

.

3. (23 甘肃预赛) 正四面体 ABCD 的底面 BCD 的中心为 O,AB = 1. 以 OA 为轴将正四面

体旋转 90◦, 则得到的四面体与原正四面体重合部分的体积为 .

证明. 注意到每个截面都是” 相似” 六边形, 故重合部分与四面体的体积比就是底面积之比,

建系后计算其中没交的一个小三角形, 由此得到面积比, 也就是体积比.
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4. (13 一试) 已知正三棱雉 P − ABC 的底面边长为 1 , 高为
√
2, 则其内切球的半径为 .

证明. 取 D 为 P 在面 ABC 上的投影, O 为内接圆圆心, PE 平分 BC, OF 垂直 PE.

A

B

C

E

P

1

1
1

√
2

O

5. (20A 一试) 正三棱雉 P − ABC 的所有棱长均为 1, L,M,N 分别为棱 PA, PB, PC 的中点,

则该三棱雉的外接球被平面 LMN 所截的截面面积为 .

证明. 计算三棱锥的高, 由此计算外接球半径 r, 再计算外接圆圆心到截面的距离, 由此得到

截面半径计算面积.

6. (19A 一试) 正方体 ABCD − EFGH 的一个截面经过顶点 A,C 及棱 EF 上一点 K, 且将

正方体分成体积比为 3 : 1 的两部分, 则 EK
KF
的值为 .

证明. 延长补成三棱锥.

14.2

1. 已知平行四边形 ABCD,AB = 7, BC = 1,∠ABC = 120◦, E 是线段 CD 上一动点, 设

AE = a. 将 △ADE 沿 AE 所在的直线进行翻折, 在翻折过程中, 下列结论不正确的是 (

)

(A) 当 a = 2 时, 存在某个位置, 使得直线 AD 与直线 BC 垂直

(B) 当 a = 3 时, 存在某个位置, 使得直线 AD 与直线 BC 垂直

(C) 当 a = 4 时, 存在某个位置, 使得直线 AD 与直线 BC 垂直
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(D) 当 a = 5 时, 存在某个位置, 使得直线 AD 与直线 BC 垂直

证明. 建系, BC = (1, 0), 故 AD = (0, b), 即能转到横坐标为 0, 也就是 ∠DAE = π
4
时为临

界值, 实际上 A,B 两个选项均可.

15

15.1

1. (24 上实高三周测 3) 已知四个整数 a, b, c, d 满足 0 < a < b < c < d, 若 a, b, c 成等差数列,

b, c, d 成等比数列, 且 d− a = 48, 则 a+ b+ c+ d 的值为 .

证明. 设公差为 e, 于是有 (a+ 2e)2 = (a+ e)(a+ 48), 得

a =
4e(12− e)

3(e− 16)

因为 a 是整数, 所以 3 | e(12− e), 注意到这恰推出 3 | e, 同时因为 a > 0, 所以 13 ≤ e ≤ 15,

故 e = 15, 原数列为 60, 75, 90, 108,
∑

= 333.

2. (21 上海预赛稍难一些) 设质数 p 满足 p ≡ 1(mod3), 且 q = 2
[
p
3

]
. 若

1

1× 2
+

1

3× 4
+ · · ·+ 1

(q − 1)q
=

m

n

这里的 m,n 是互质的正整数. 求证: p 整除 m. 其中, [x] 表示不超过实数 x 的最大整数.

证明. 显然 p = 3k + 1, q = 2k. 原式为(
1

1
− 1

2

)
+

(
1

3
− 1

4

)
+ · · ·+

(
1

2k − 1
− 1

2k

)
=

m

n

标准转化: (
1

1
+

1

2
+ · · · 1

2k

)
− 2

(
1

2
+

1

4
+ · · · 1

2k

)
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即

1

k + 1
+

1

k + 2
+ · · ·+ 1

2k
=

m

n

首尾依次相加得到

1

2

(
p

(k + 1)2k
+

p

(k + 2)(2k − 1)
· · ·

)
=

m

n

因为 2k < p, 且 p 是素数, 所以求和中每一项的分母都不整除 p, 又因为每个分子都是 p, 故

p | m.

15.2

1. (24 甘肃预赛) 定义 N+ 上的函数: σ(n) = d1 + d2 + · · ·+ ds, 其中 d1, d2, · · · , ds 为 n 的所有

正因数. 若 σ(n) = 2n, 则称正整数 n 为完美数. 例如 σ(6) = 1 + 2 + 3 + 6 = 12 = 2 × 6, 因

此 6 是一个完美数; 再如 σ(9) = 1 + 3 + 9 = 13 ̸= 2× 9, 因此 9 不是完美数.

(1) 判断 σ(23), σ(88), σ(2024) 满足的数量关系, 并说明理由;

(2) 如果 gcd(m,n) = 1, 证明 σ(mn) = σ(m)σ(n);

(3) 已知 2k − 1 为素数, 求证: 2k−1
(
2k − 1

)
是完美数;

(4) 是否存在完美数 q, 其可表示为某个正整数的平方? 若存在, 求出 q 所有可能值; 若不存

在, 请说明理由.

证明. (1)感觉上显然是 σ(2024) = σ(23)σ(88),实际上将 σ(23)σ(88)具体写出来: (1+m1+

· · ·+mi)(1 + n1 + · · ·+ nj), 展开的每一项恰遍历 2024 的每一个公因数.

(2) 将 m,n 做素因子分解后显然.

(3) 直接使用 (2) 的结论.

(4)没做出来.
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15.1. 欧拉函数 φ(n) 表示不大于 n 且与 n 互素的正整数的个数. 如果 p 是素数, 那么

φ(pn) = pn − pn−1; 如果 gcd(m,n) = 1, 那么 φ(mn) = φ(m)φ(n).

2. (24 江苏预赛) 设 n 为正整数, 欧拉函数 φ(n) 表示不大于 n 且与 n 互素的正整数的个数,

例如 φ(10) = 4. 若 φ(5x) = 2024, 试确定整数 x 的值.

证明. (1) 5 ∤ x. φ(5x) = φ(5)φ(x) = 4φ(x) = 2024,故 φ(x) = 506 = 2 ·11 ·23,注意到 φ(pn)

是偶数, 因为 φ(x) 的因子只有一个偶数, 所以 x = pn, pn−1(p − 1) = 2 · 11 · 23, 讨论得

p = 23, n = 2.

(2) 5 | x, 取 m 使得 5m | x, 5m+1 ∤ x, 故 φ(5x) = φ(5m+1)φ(x) = 5m · 4 · φ(x) = 2024, 但是

5 ∤ 2024, 得到矛盾.

3. (24 江苏预赛) 集合 M 为连续 n 个正整数构成的集合. 若 M 中所有元素的和恰为 2024 ,

且 n 为偶数, 则集合 M 中最小的元素为 .

证明. 设这 n 个连续整数为 m,m+ 1, ...,m + n− 1, 2m+n−1
2

· n = 2024 = 8 · 11 · 23. 注意到

2m+ n− 1 是奇数, 故 2 | n, 由 2024 的分解知 16|n. 分类讨论:

(1) n = 16, 得 m = 119;

(2) n = 16 · 11 或 16 · 23 均不成立.

4. (11 一试引导题) 定义函数 vp(n) = {m ∈ Z | pm | n, pm+1 ∤ n}, 如 v3(9) = 2, v3(12) = 1, 定

义 ⌊a⌋ 为不大于 a 的最大整数.

(1) 证明 vp(n!) =
∞∑
k=1

⌊
n

pk

⌋
.

(2) 已知 an = Cn
200(

3
√
6)200−n

(
1√
2

)n

(n = 1, 2, · · · , 95), 计算数列 {an} 中整数项的个数.
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16

16.1 (Lagrange 插值法). 设 f(x) 是次数不超过 n 的多项式, 如果已知 f(ai) = bi,

i = 1, ..., n, 那么

f(x) =
n∑

i=1

∏
j ̸=i(x− aj)∏
j ̸=i(ai − aj)

16.1. 实际上 n 次多项式有 n+ 1 个未知数, 所以需要 n+ 1 个函数值来消去 n+ 1 个未

知数.

16.1

1. (20B 一试) 已知首项系数为 1 的五次多项式 f(x) 满足: f(n) = 8n, n = 1, 2, · · · , 5, 则 f(x)

的一次项系数为 .

证明. 1. Lagrange 插值法 (注意是对 f(x) − 8x 使用, 因为我们只有 5 个点, deg f(x) = 5);

2. f(x)− 8x = (x− 1)(x− 2) · · · (x− 5), 故 a1 = 8 + 5!(1 + 1
2!
+ · · ·+ 1

5!
).

17

17.1

1. (11 一试) 设 a, b 为正实数, 且 1
a
+ 1

b
≤ 2

√
2, (a− b)2 = 4(ab)3. 则 loga b = .

证明. a+ b ≤ 2
√
2ab ⇒ (a+ b)2 ≤ 8a2b2, (a+ b)2 = (a− b)2 + 4ab = 4ab(a2b2 + 1) ≥ 8a2b2.

所以有 (a+ b)2 = 8a2b2, 等号成立条件为 ab = 1, 故 loga b = −1.

2. (12 一试) 设 x, y, z ∈ [0, 1], 则 M =
√

|x− y|+
√

|y − z|+
√
|z − x| 的最大值为 .
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证明. 柯西后化为二元函数. 更一般的想法: f(x, y, z) ⇒ g(x, y)|h(x,y,z) ⇒ (x, y) ⇒ z. 过程

为通过不等式化为二元函数, 得到取等条件为 h(x, y, z), 再由二元函数取得最值时的 (x, y)

反解出 z, 从而取到最值.

17.2

1. LEFT 称一个复数数列 {zn} 为” 有趣的”, 若 |z1| = 1, 且对任意正整数 n, 均有 4z2n+1 +

2znzn+1 + z2n = 0. 求最大的常数 C, 使得对一切有趣的数列 {zn} 及任意正整数 m , 均有

|z1 + z2 + · · ·+ zm| ≥ C .

17.3

1. (22 一试 B1) 对任意三个两两不同的非负实数 a, b, c, 定义

S(a, b, c) =
3b+ 4c

|a− b|
+

3c+ 4a

|b− c|
+

3a+ 4b

|c− a|

并设 S(a, b, c) 能取到的最小值为 m0.

(1) 求证: 当 a, b, c 均为正数时, S(a, b, c) > m0;

(2) 求所有非负实数组 (x, y, z), 使得 S(x, y, z) = m0.

证明. (1) 检验 S(a, b, c) < S(a, b, 0).

(2) 由 (1) 的结论可得如果 S(a, b, c) = m0, 则 a, b, c 中恰有一项为 0, 不妨设 a > b > c = 0,

考虑 S(a, b, 0) = 3b
a−b

+ 4a
b
+ 3a+4b

a
, 看着就想用基本不等式, 但注意我们会用两次基本不

等式才能消掉所有变量, 这涉及到两次基本不等式取等条件一致才能得到最小值, 故考

虑

3b

a− b
+

m(a− b) + (4−m)a

b
+m+

4b

a
+ 3
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计算两个取等条件相等时 m = 3, 最后最小值等于 16, 取等条件为 (2b, b, 0), 三个位置轮

换.

2. (上中 1 练习 2) 设 a, b, c, d 均为正实数, 且满足 a2 + b2 + c2 + d2 = 1. 证明:

a+ b+ c+ d+
1

abcd
⩾ 18

证明. 1 = a2 + b2 + c2 + d2 ≥ 4 2
√
abcd, 故 1

abcd
≥ 16. 考虑

a+ b+ c+ d+m
1

abcd
+ (1−m)

1

abcd
≥ a+ b+ c+ d+m

1

abcd
+ (1−m)16 ≥ 18

对前部分使用均值不等式, 计算相应的 m.

3. (上中 1 练习 2) 设 x ∈
[
3
2
, 5
]
. 证明:

2
√
x+ 1 +

√
2x− 3 +

√
15− 3x < 2

√
19.

证明. 如果直接来:

2
√
x+ 1 +

√
2x− 3 +

√
15− 3x ≤

√
(x+ 1 + 2x− 3 + 15− 3x)(4 + 1 + 1) =

√
78 >

√
76

与要求的有差距, 所以想到调整系数与根号内的情况得到更好的界

4. 常用推论 设 a1, a2, · · · , an; b1, b2, · · · , bn 是实数且 bi > 0, 则

a21
b1

+
a22
b2

+ · · ·+ a2n
bn

⩾ (a1 + a2 + · · ·+ an)
2

b1 + b2 + · · ·+ bn

证明. (
a21
b1

+
a22
b2

+ · · ·+ a2n
bn
)(b1 + · · · bn) ≥ (

∑
ai√
bi

√
bi)

2, 等号成立当且仅当 ai
bi
=

aj
bj

5. (上中 1 练习 2)直接推论 设 ai > 0, i = 1, 2, · · · , n,
∑n

i=1 ai = 1. 证明:

a21
a1 + a2

+
a22

a2 + a3
+ · · ·+

a2n−1

an−1 + an
+

a2n
an + a1

⩾ 1

2n‘′
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6. (上中 1 练习 2) 设 a, b, c 为正实数. 证明:

ab

a+ b+ 2c
+

bc

b+ c+ 2a
+

ca

c+ a+ 2b
⩽ a+ b+ c

4
.

证明. 注意到不妨设 a+ b+ c = 1, ab ≤ (a+b)2

4
, 随后直接柯西.

7. (上中 1 练习 2) 证明: 对任意正整数 n, 均有

(1)
(
1 + 1

n

)n
<

(
1 + 1

n+1

)n+1 ;

(2)
(
1 + 1

n

)n+1
>

(
1 + 1

n+1

)n+2.

证明. (1) 演示: n+1

√
(1 + 1

n
)n · 1 ≤

∑
(1+ 1

n
)+1

n+1
= n+2

n+1
, 注意到等号成立条件为 1 + 1

n
= 1 不可

能成立, 所以是严格小于 1 + 1
n+1

.

(2) 给学生练习: n+1

√
(1 + 1

n+1
)n · (1 + 1

n+1
)2, 直接比较即可, 需要一定量计算.

8. (上中 1 练习 2) 设 x1, x2, · · · , xn 是正实数且满足 x1x2 · · · xn = 1. 证明：

xn−1
1 + xn−1

2 + · · ·+ xn−1
n ⩾ 1

x1

+
1

x2

+ · · ·+ 1

xn

9. (20B 一试) 设正实数 a, b, c 满足 a2 + 4b2 + 9c2 = 4b+ 12c− 2, 求 1
a
+ 2

b
+ 3

c
的最小值.

证明. 分析: 不相关的三个分母, 想消掉分母就需要各消各的, 于是想到柯西不等式 (da +

eb+fc)( 1
a
+ 2

b
+ 3

c
) ≥ (

√
d+

√
2e+

√
3f)2. 问题化为找 a, b, c的线性关系,题目给的是二次关系,

柯西不等式把平方和转化为和的平方,也就是二次化为了一次: a2+(2b−1)2+(3c−2)2 = 3,

9 = 3[a2 + (2b− 1)2 + (3c− 2)2 = 3] ≥ (a+ 2b− 1 + 3c− 2)2

故 a+ 2b+ 3c ≤ 6, 等号成立当且仅当 a = b = c = 1. 回代, 得

(a+ 2b+ 3c)(
1

a
+

2

b
+

3

c
) ≥ (1 + 2 + 3)2 = 62

故 1
a
+ 2

b
+ 3

c
≥ 6 等号成立当且仅当 a = b = c = 1, 故最小值为 6.
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18

1. 证明: 所有无限不循环小数是无理数 (hint: 证明所有有理数是无限循环小数).

2. (22A1 一试) 设正整数数列 {an} 同时具有以下两个性质:

(i) 对任意正整数 k, 均有 a2k−1 + a2k = 2k;

(ii)对任意正整数 m, 均存在正整数 l ≤ m, 使得 am+1 =
∑m

i=l ai.求 a2+ a4+ a6+ · · ·+ a2022

的最大值 (也可求最小值, 更为容易些).

证明. : 找特殊情况计算出” 极值”, 构造出特殊情况, 说明为什么是极值, 两个过程的顺

序可能调整.

am+1 =
∑m

i=l ai ⇒ am+1 ≥ am, 单调递增, 所以有 a2n−1 ≤ 2n−1, a2n ≥ 2n−1, 又因为 a2n−3 +

a2n−2 = 2k−1 ≥ a2n−1, 所以

a2n−3 + a2n−2 = 2n−1 = a2n−1 或 a2n−2 = a2n−1

第一种情况对应了
∑

a2n 的最小值, 这较容易看出. 实际上第二种情况对应了
∑

a2n 的最

大值, 我们来证明这一点:

a2 + (a4 + a6) + · · · ≤ a2 + (a5 + a6) + (a9 + a10) + · · ·

这个求和是很好计算的, 即为 1 + 23 + 25 + · · ·+ 21011, 我们再构造这样的数列可以出现:

1 1 1 3 3 5 5 11 11 21 · · ·

猜测 a2n = 2a2n−1+(−1)n,再由 a2n−1+a2n = 2n,得 a2n−1 =
2n−(−1)n

3
,检查 a2n+1 = 2n−a2n−1

也是这个规则即可, 我们也就得到了存在性.
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