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前言

这本书简单来说是我对高中数学知识, 教学的思考与探索, 希望将我对数学的理解与分析

尽可能的传达给学生, 题目或是完全自编, 或是将已有的素材改编, 不束缚于高考压轴题严格由

三小问构成, 本书每一小节的问题多为十数问, 甚至还有开放性问题. 为什么要设计得如此特

殊呢? 本书的动机与使用方法是怎样的呢? 这就是本篇前言所要回答的问题.

出于考试的规范性, 试卷的题量, 题型必然是确定的, 但数学的学习并不是固定的, 好的问

题我们自然要深挖其中精神, 例如要把一个函数研究清楚, 那么其单调性, 单调区间, 周期性,

对称性, 最值, 极值等等基本性质都需要打破砂锅问到底, 三小问是远远不够的. 本书并不是考

试卷, 所以我们不妨自由一些. 关注一个好的问题, 我会建立简单的研究主线, 随后尽力将得到

的结果推广, 如在 [m,n] 上成立的性质是否能推广到在 R 上成立? 如果不能的话, 可否对函数

再添加一些条件使得该性质在 R 上成立? 诸如此类有众多小问的问题必然可以锻炼学生深度

思考的能力, 但学生能否从头坚持到尾是老师在题目设计上要重点考虑的问题, 为此, 本书每一

小问的难度都有严格把控, 不会太难, 也不会太过简单, 为了规避同学们因被第一题卡住而不能

往下继续, 所以每一小节的第一问都会附上提示, 同时部分较难的习题也附有提示, 整体深入浅

出, 力求让不同程度的同学都能参与其中, 体会思考的乐趣.

本书的动机与使用方法是怎样的呢? 高中时间宝贵, 教师应指引学生更好地理解数学知识

的精髓, 于是我带着这个想法编写本书, 本书虽仍以题目为主体, 但更多的是围绕一个问题开展

一场无人教学, 将我对于每个大问题的思考与想法化作一个个小问题来引导学生思考从而达到

教学目的. 本书的使用方法是每周一个小节作为周末回家作业, 为此应按照正常教学速度设计

每个小节, 但因为编写时间有限, 同时我尚未参加实地教学, 只能先贡献零星内容聊表本书的风

格与精神.

我希望大家能称本书为一本” 数学” 书, 这不是因为内容都是数学, 而是因为本书是真真切

切以带领学生理解数学为目标, 而非一心为了应试做题, 理解数学才是最终目的, 应试是其附带

品, 两者并不矛盾, 是包含关系. 本书每个小问的设置都可以说颇具” 数学味道”.

满纸荒唐言, 一把辛酸泪.

都云作者痴, 谁解其中味?

书中的一切都是数学的, 我为此感到深深自豪.

感谢中国科学院数学与系统科学研究院陈国瑞的帮助, 陈国瑞对于题目设计提出了许多宝

贵意见, 本书的完成离不开他的帮助.
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在这一章中, 我们将细致地讨论函数的各种问题.

1.1

在学习单调性时, 我们知道单调性是一个整体性质, 如单调递增是对任意 x1, x2 属于定义

域 D, 只要 x1 ≥ x2 都有 f(x1) ≥ f(x2), 这在整个定义域上都成立, 所以称单调性为整体性质.

但让一个函数是单调的实在有些苛刻, 比如重要的 sinx 等三角函数都不是单调的, 于是我们有

了单调区间的说法, 在 [−π
2
, π
2
] 上 sinx 是单调递增的, 整体虽然不单调, 但放到局部上就单调

了. 整体因为过于宽广而难以掌握, 但局部相对狭小更容易研究, 同时整体就是由许多局部拼

凑而成, 当我们掌握了所有局部, 也就可以拼凑出整体, 所以将整体拆分成局部的想法是自然且

可靠的.

本节的主题就是体会函数整体与局部的联系, ?

: 单调性, x+
1

x
型函数.

: 整体, 局部, 集合划分.

1.1.1. f(x) 是定义在 R 上的函数, f(x) 单调递增是否等价于对任意整数 n, f(x) 在

[n, n+ 1) 上单调递增?(可以画图作答)

提示: 考虑周期为 1 的函数 f(x), f(x) = x, 当 x ∈ [0, 1) 时.

1.1.2. f(x) 是定义在 R 上的函数, f(x) 单调递增是对任意整数 n, f(x) 在 [n, n + 1) 上

单调递增的什么条件?

证明. 充分不必要.

2
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1.1.3. 请再找出一个性质 P , 使得对任意整数 n, 即使 f(x) 在 [n, n + 1) 上有性质 P , 但

在 R 上, f(x) 仍可能没有性质 P .(答案不唯一)

证明. 如 f(x) 在 [n, n+ 1) 单调递减, f(x) 在 [n, n+ 1) 为常数.

1.1.4. 请添加一个条件使得 f(x) 单调递增与对任意整数 n, f(x) 在 [n, n + 1) 上单调递

增互为充要条件.(答案不唯一)

证明. 如 f(x) 连续; 将 [n, n+ 1) 换成 [n, n+ 1] 等.

1.1.5. 如果将上题的 [n, n + 1) 改为 [n, n + 1], f(x) 单调递增与对任意整数 n, f(x) 在

[n, n+ 1] 上单调递增是什么关系呢?

证明. 充要.

1.1.6. 证明 ∪n∈Z[n, n+ 1) = ∪n∈Z[n, n+ 1] = R

1.1.7. 既然 ∪n∈Z[n, n+1) = ∪n∈Z[n, n+1] = R,两者都得到了整个定义域,那在问题 1.1.5

中产生不一样结果的原因是什么呢?
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证明. [n, n+ 1) ∩ [m,m+ 1) = ∅, ∀m ̸= n,m ∈ N, [n, n+ 1] ∩ [n+ 1, n+ 2] = {n+ 1}.

1.1.1 (集合的划分). 对集合 A, 如果 A = ∪Ai, i ∈ S, 且 Ai ∩ Aj = ∅, 则称 {Ai | i ∈ S}

是集合 A 的一个 . 我们也将两两无交的并称为 , 用 A =
⊔
i∈S

Ai 表示.

1.1.8. 证明 {[n, n+ 1) | n ∈ Z} 是 R 的一个划分, 但 {[n, n+ 1] | n ∈ Z} 不是.

如果 {Ai | i ∈ S} 是 A 的划分, 因为 Ai ∩ Aj = ∅, 所以每个部分是没有关系的, 故定义在 Ai

与 Aj 上的函数自然没有任何关系, 这也自然引起了上述问题 1− 5.

1.1.9. 请结合这一系列思考, 回味你在问题 1.1.4 中给出的答案, 若当时没有想出答案的

话, 请给出一个与” 将每个 [n, n+ 1) 替换为 [n, n+ 1]” 不同的答案.

1.1.10. 已知定义在 R 上的函数 y = f(x) 满足 f(x + 1) = af(x), a 是不为 0 的实常数.

若当 0 < x ≤ 1 时, f(x) = 3x + 3−x , 试研究函数 y = f(x) 在区间 (0,+∞) 上是否可能是单调

函数? 若可能, 求出 a 的取值范围; 若不可能, 请说明理由.

1.2 I

实际上, 在高中范畴中, 除了一些刻意分段的函数, 我们遇到的都是连续函数, 如多项式函

数 (x2 + bx + c), 幂指对函数, 三角函数 sinx(注意 tanx 在 π
2
+ nπ 处间断). 教科书中并没有

给出连续的数学定义而是让大家在图像上直观感受, , 在本小节, 我并不给

出连续的数学定义, 但想在此处提醒大家, 数学是严格的符号语言, 一切概念都应有严格的数学

定义, 直观感受并不是严格定义, 采取直观理解的方式是因为数学上的定义对高中的我们来说

难度较大, 所以略过了.

: 连续性, 介值性.
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: 连续性, 介值性, 新定义.

我们对连续性能说些什么呢? 在高考的角度, 一言以蔽之, = , 这是 的

考点, 我们下面的题目也基本都可以通过介值性解决.

1.2.1 (介值性). 如果 f(x) 是 [a, b] 上的连续函数, 那么任取 f(a), f(b) 之间的数 m, 存在

c ∈ [a, b] 使得 f(c) = m.

1.2.1 (零点定理). 如果 f(x)是 [a, b]上的连续函数,同时 f(a)f(b) < 0,那么存在 c ∈ [a, b]

使得 f(c) = 0.

我们接下来的问题都按如下函数展开: 函数 f(x) 的定义域为 (0,+∞), 存在常数 T > 0,

使得对任意的 x ∈ (0,+∞), 都有 f(Tx) = f(x) + T , 且 y = f(x) 的图像是一条连续不断的曲

线.

1.2.1. 0 可以在 f(x) 的定义域里吗?

1.2.2. 证明任取 M ∈ R, 存在 m ∈ R 使得 f(m) > M .

1.2.3 (强化问题 1.2.1). 证明任取 M ∈ R, 存在 m ∈ R 使得 f(m) = M .

提示: 对任意 x > 0, 存在 n ∈ Z 使得 nT + f(x) ≤ M ≤ (n+ 1)T + f(x).

1.2.4. 证明 f(x) 的值域为 R.

让我们保持 f(Tx) = f(x) + T 与 f(x) 连续, 但改变 f(x) 的定义域:
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1.2.5. 如果 f(x) 的定义域为 (0, 1), 那么 f(x) 的值域还一定是 R 吗? (无需严格证明, 指

出 f(x) 可能出现的问题即可)

1.2.6. 更一般的, 任取 m > 0, 如果 f(x) 的定义域为 (0,m), 那么 f(x) 的值域一定是 R

吗?(无需严格证明, 指出 f(x) 可能出现的问题即可)

1.2.1. 有限长度的定义域会为函数带来一定有限性.

我们来稍改下 f(x) 的条件, 并把前面的问题都平移 (对称) 过来:

1.2.7. 函数 f(x) 的定义域为 R, 存在常数 T ∈ R, 使得对任意的 x ∈ R, 都有 f(x+ T ) =

f(x) + T , 且 y = f(x) 的图像是一条连续不断的曲线, 证明任取 M ∈ R, 存在 m ∈ R 使得

f(m) > M .

1.2.8. 对上题的 f(x), 证明任取 M ∈ R, 存在 m ∈ R 使得 f(m) = M .

1.2.9. 对上题的 f(x), 证明 f(x) 的值域为 R.

1.2.10. 思考对于两种 f(x), 我们的证明实际上并没有本质区别.
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1.2.11. 观察两个 f(x) 性质的区别并思考为什么将两者的定义域设置的不相同.

下面是对问题 1.2.10 更深入的思考

h(x) : 我们可以做的更抽象一些, 令 f(x) 的定义域为 D, 另一函数 h(x) 的定义域与值域

均为 D, 存在常数 T > 0, 满足 f(h(x)) = f(x) + T , ∀x ∈ D.

1.2.12. 验证 hn(x) ∈ D, ∀x ∈ D, n ∈ N.

1.2.13. 证明任取 M ∈ R, 存在 m ∈ D 使得 f(m) > M .

提示: f(h2x) = f(h(x)) + T = f(x) + 2T , f(hn(x)) =?

1.2.14. 验证对于前文的两个 f(x), 对应的 h(x) 分别为 h(x) = Tx, h(x) = x+ T .

1.2.15. 体会问题 1.2.13 给出了问题 1.2.2, 问题 1.2.7 两个明明不同的问题一个统一的证

明!

1.2.2. 这是令人兴奋的发现, 两种 f(x) 的性质明明不同, 但在更抽象的 h(x) 语言下居然

被统一了, 这也是我让大家思考对于两种 f(x) 的证明思路实际上没有本质区别的原因.
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1.2.3. 实际上并不需要 h(x) 的值域恰好是 D, 只要包含于 D 就足够了, 因为我们只需要

hn(x) ∈ D, ∀n ∈ N, x ∈ D.

当然, 我们还可以在增加条件, 使得 f(x) 的值域再次等于 R, 我希望同学们能尝试给出.

1.2.16. 尝试给出条件, 使得 f(x) 的值域为 R.
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1.3

这一小节, 我们的目标是介绍连续性的高端性质, 同时 一下建平中学 25 届高三数学第

一次月考的压轴题, 此题难度过大, 远超高中要求, 我们将给出两种做法. 第一种, 依靠一定大

学数学中连续函数的特殊性质, 我们将给出这些性质, 并简述如何理解, 接受这些性质, 其中证

明远超高中要求, 有兴趣的同学可自行搜索相关知识, 可参考 的

相关知识, , 不仅对高考的导数知识大有裨益,

对学生培优教学也会非常有帮助; 第二种, 完全使用高中知识, 过程非常复杂.

, , , , ,

.

首先, 我提纲挈领地总结连续性的一些性质, 更具体的表述会在后文给出.

1.3.1. 固定 x2, 如果当 |x1 − x2| 非常小时, |f(x1)− f(x2)| 也非常小, 那么 f(x) 在 x2 连

续.

1.3.1. 最简单的例子就是 f(x) = x. 但请同学们注意到, 我在上一条说的” 非常小” 并

不是数学语言, 这并不数学, 关于连续性有更加美丽与精准的 ε − δ 语言定义可参考

, 当然, 非常欢迎同学们独立思考给出自己心目中函数 的定义,

, 但当时我并不知道这是一项不平凡的工作, 希望同学

们有机会完成这项不平凡的工作.

1.3.2. 如果定义域为 R 的连续函数 f(x) 在 Q 上的取值已经确定, 那么 f(x) 在无理数

上的取值也随之确定. 即连续函数在 Q 上的情况决定了其在整个 R 上的情况.

1.3.2. 回顾指数函数 f(x) = 2x 在 x =
√
2 时如何定义, 我们考虑有理数数列 xn, 随着 n

增大, xn 趋近
√
2, lim

n→+∞
xn =

√
2. 我们令 2

√
2 = lim

n→+∞
2xn (因为 xn ∈ Q, 所以每个 2xn 都是确

定的). 注意到我们熟知的指数函数是连续的.

性质 1.3.2 看上去还是有些模糊, 我们给出一个例子:

1.3.1. 函数 f(x) 是定义在 R 上的连续函数, 如果 f(x) = x, ∀x ∈ Q, 那么 f(x) = x,

∀x ∈ R.

证明. 考虑 g(x) = x, ∀x ∈ R, , 因为 f(x), g(x) 均连续且 f(x) = g(x), ∀x ∈ Q, 故 f(x) =

g(x) = x, ∀x ∈ R. 连续函数在有理数上的性态确定了其在整个实数域上的性态.

1.3.2. 函数 f(x)是定义在 R上的连续函数,如果 f(x) = x2, ∀x ∈ Q,那么 f(
√
2) = .
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我们直接给出建平的原题, 感兴趣的同学可以直接尝试.

已知 R 的子集 S 和定义域同为 D 的函数 f(x), g(x). 若对任意 x1, x2 ∈ D, 当 x1 − x2 ∈ S

时, 总有 f (x1)− g (x2) ∈ S , 则称 y = f(x) 是 y = g(x) 的一个” S 关联函数”.

1.3.3. 对定义在 R 上的函数 p(x), 证明: ” p(x) = x+ p(0) 对任意 x ∈ R 成立” 的充分必

要条件是” 存在函数 q(x), 使得对任意正整数 n, q(x) 都是 p(x) 的一个
[

1
n+1

, 1
n

]
关联函数”.

必要性是显然的, 我们只考虑充分性的证明

下面是关于 的引导: 前两个问题超出高中要求, 我虽然给出了提示, 但同学们可以承

认两个问题的结论去思考剩余的问题.

1.3.4. 证明 p(x), q(x) 为连续函数.

提示: 三角不等式.

1.3.5. 证明 p(x) = q(x).

提示: 固定 x1 ∈ R, 任取 n ∈ N, 如果 |x2 − x1| ∈ [ 1
n+1

, 1
n
], 那么 |q(x1) − p(x2)| < 1

n
, 故

lim
x2→x1

q(x1) = p(x2), 由连续性得 q(x2) = p(x2), 再由 x2 的任意性, 得 p(x) = q(x).

1.3.3. 现在我们有当 1
n+1

≤ x1 − x2 ≤ 1
n
时, 1

n+1
≤ p(x1)− p(x2) ≤ 1

n
.

1.3.6. 证明 p(x+ 1
n
) = p(x) + 1

n
, ∀x ∈ R, n ∈ Z.

1.3.7. 证明 p(x+m) = p(x) +m, ∀x ∈ R, m ∈ Q.

1.3.8. 证明 p(m) = p(0) +m, ∀x ∈ R, m ∈ Q.
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1.3.9. 证明 p(x) = p(0) + x, ∀x ∈ R.

现在来看看完全在高中范围内的 :

1.3.10. 任取 n ∈ N, 证明 q(x+ 1
n
)− p(x) = 1

n+1
.

提示: 注意到 1
n+1

∈ [ 1
n+1

, 1
n
], 且 1

n+1
∈ [ 1

n+2
, 1
n+1

].

1.3.11. 证明 p(x) = q(x), 于是有 p(x+ 1
n
) = p(x) + 1

n
.

1.3.12. 证明 p(x) 单调递增.

1.3.13. 证明 p(x) = p(0) + x, ∀x ∈ R.

提示: 反证法.
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1.4 I

在这一系列小节中, 我们将细致地介绍函数的各种” 新定义” 问题, 同学们不必对于新定义

忐忑, 实际上这都是给函数加上了新的” 性质”, 让你考虑的函数变得特殊, 和我们掌握的单调

性, 周期性一样, 研究对象是带有特殊性质的函数而已, 万变不离其宗.

本节按照如下新定义展开: 函数 f(x)的定义域为 R, M ⊆ R. 若 f(x)满足对任意 x1, x2 ∈

R, 当 x1 − x2 ∈ M 时, 都有 f (x1)− f (x2) ∈ M , 则称 f(x) 是 M 连续的.

1.4.1. 请写出一个函数 f(x)是 {1}连续的,并判断 f(x)是否是 {n}连续的 (n ∈ N∗),说

明理由;

1.4.2. 如果 f(x) 是 [2, 3] 连续的, 那么 f(x) 是 {3} 连续的.

提示 1: 6 = 2 + 2 + 2 = 3 + 3.

提示 2: 根据 [2, 3] 连续的性质, 用两种方法计算 f(x+ 6)− f(x) 的范围.

提示 3: a− c = (a− b) + (b− c).

提示 4: f(x+6)− f(x) = (f(x+6)− f(x+3)) + (f(x+3)− f(x)) ∈ [4, 6]; 这是通过 6 = 3+ 3

得到, 请通过 6 = 2 + 2 + 2 重复上述操作, 得到 f(x + 6)− f(x) 的范围, 并观察两种方式得到

的范围, 找到破题关键.

1.4.3. 如果 f(x) 是 [2, 3] 连续的, 那么 f(x) 是 {2} 连续的.

1.4.4. 当 x ∈
[
−1

2
, 1
2

]
时, f(x) = ax3 + 1

2
bx+1, 其中 a, b ∈ Z, 且 f(x) 是[2, 3] 连续的, 求

a, b 的数量关系.
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1.4.5. 如果 f(x) 是 [2, 3] 连续的, 那么 f(x) 是 [0, 1] 连续的, 并由此证明 f(x) 单调递增.

1.4.6. 如果 f(x) 是 [m,m + n] 连续的, 且 f(x) 是 {m} 连续的, 那么 f(x) 是 [0, n] 连续

的, n > 0.

1.4.7. 强化你在问题 1.4.4 中给出的 a, b 关系, 即缩小 a, b 可能取值的范围.



2.1

本小节介绍数列与函数的交叉关系, 实际上数列是特殊的函数 (定义域为 N 的函数), 所以

我们自然可以用研究函数的方法研究数列. 如函数 f(x) = x2, 数列 an = n2, 当 x > 0, n ≥ 1

时, 一个是单调递增函数, 一个是递增数列, 数列的递增其实可以从函数的递增看出来, 但数列

{an} 递增, 我们仍可构造出函数 f(x) 满足 f(n) = an, ∀n ∈ N, 但 f(x) 并不是单调递增的. 因

为前 n 项和 Sn 也可以看作数列, 所以也是特殊函数.

2.1.1. 构造单调数列 {an}, 与函数 f(x) 满足 f(n) = an, ∀n ∈ N, 但 f(x) 并不是单调自

增的.

回顾函数整体与局部 1.1 一节, 整体性质可以下降到局部, 但局部性质不一定能上升到整

体.

: 数列基本性质, 函数基本性质.

: 数列最值, 单调性, 数列的函数方法.

下面的问题互相并不相关, 请体会用函数的方法/性质研究数列:

2.1.2. 使不等式 1
n+1

+ 1
n+2

+ · · · + 1
2n+1

< a− 20071
3
对一切正整数 n 都成立的最小正整

数 a 的值为 .

2.1.3. 若数列 {an}+∞
n=1 的通项公式为

an =
n2 + 1000

n
ln n2 + n+ 1000

n2 + 1000
,

则使得 an 取最小值的 n = .

下面看一道一题多解, 法一为 , 法二为 .

14
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已知无穷数列 {an} 的前 n 项和为 Sn, 并且有 6Sn = (an + 1) (an + 2), 若不等式 a2an < 0

对任意不等于 2 的正整数 n 恒成立, 则满足条件的数列有 个.

( ) :

2.1.4. 计算 an+1 与 an 的关系

提示: 表示 an+1.

2.1.5. 计算 a1, a2, a3.

2.1.6. 结合条件 a2an < 0, 计算满足条件的数列有 个?

:

2.1.7. 用 S3 表示 a4, 并计算 a4 的可能性 (这需要计算 a1, a2, a3).

提示: 6S4 = 6(S3 + a4) = a24 + 3a4 + 2, 这是以 a4 为未定元的一元二次方程, 满足 a2a4 < 0, a4
有两个解还是一个解?

2.1.1. 实际上我们可以递推地计算任意 an, 如 S1 推出 a2 后, 自然就有了 S2, 再由 S2 推

出 a3, 循环往复, 推出任意的 an.

2.1.8. 用 Sn 表示 an+1.

2.1.1. 由 a4 只有一个解, 猜测 an, n ≥ 4 均只有一个解.

2.1.9. an, n ≥ 4 均只有一个解等价于什么?
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提示: 计算 an 靠的是一元二次方程, 所以 an 只有一解等价于?

2.1.10. 证明 Sn > 1
3
, n ≥ 4, 并由此计算满足条件的数列有 个?

2.1.2. 这个方法是我的第一反应, 利用一元二次方程有两个解, 如果一正一负那么一定只

取正解. 为什么会这么想呢? 因为我注意到这是一个递推 (recursive) 数列, 我们可以递推地求

出任意一项. 但这个方法给我一种” 视野” 狭小的感觉, 因为每次操作都是对着确定的一项, 法

一则站得更高, 对任意项找出了通用规律.



在这一章中, 我们将补充一些大家中小学学过, 但可能遗忘的内容, 如数论的简单基础.

3.1

初等数论是整数的艺术, 我第一次体会到数学证明的严谨与奇妙便是高中时自学竞赛小

蓝本的数论, 第一遍完成所有习题时仍觉得云里雾里, 理清其中复杂需要投入更多精力. 不

过到了现代数学中的数论, 那恐怕讨论的也不再是整数了, 一切会变得愈发抽象与复杂. 数

论是当今数学研究毫无疑问的重点方向, 诞生了多名菲尔兹奖, 仅从 2002 年开始就有 Laurent

Lafforgue(2002), Vladimir Voevodsky(2002),陶哲轩 (2006), Ngo Bao Chau(2010), Manjul Bhar-

gava(2014), Peter Scholze(2018), James Maynard(2022) 相继因其在数论上的突破性工作获得

菲尔兹奖. 中国数学家在现代数论上也有相当突出的贡献, 如中国科学院的田野院士对 BSD

猜想的一系列突破, 普林斯顿大学的张寿武教授证明 Bogomolov 猜想, 张寿武教授的学生张伟,

同为北大黄金一代的恽之玮现在都在麻省理工学院担任教授, 两人对数论的发展起到了推进作

用, 也一度是菲尔兹奖的有力竞争者.

, , ( )

! !

3.1.1. (或质数) 是恰好有两个正因数 (即 1 和它本身) 的自然数, 如 3, 7, 683.

3.1.1 (算术基本定理). 又称为正整数的唯一分解定理, 即: 每个大于 1 的自然数, 要么本

身就是质数, 要么可以写为 2 个或以上的质数的积, 而且这些质因子按大小排列之后, 写法仅

有一种方式. 如 6936 = 23 · 3 · 172. 更抽象的表达为对任意自然数 n 有 n = pn1
1 pn2

2 · · · pnm
m , 其

中 pi 为互异素数, ni ∈ N.

3.1.1. 任意自然数是由素数搭建而成, 素数是自然数的” 局部”, 当我们研究清楚了所有

素数, 一定程度上可以相信我们掌握了自然数.

17
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3.1.2. a, b 均为整数, 称 a b, 如果存在整数 m 使得 b = ma, 记为 a | b, 称 a 为 b

的 . 再来一个整数 c, 记 gcd(b, c) 为 b, c 公共因数的最大值, 所以也称为 , 如

gcd(150, 100) = 50.

3.1.1. m,n 为整数, 如果 gcd(m,n) = d, 那么存在整数 u, v 使得 um+ vn = d, 且 u, v 是

唯一的. 如 gcd(3, 5) = 1 = 2 · 3 + (−1) · 5.

3.1.2 (带余除法). 任取整数 a, b, 存在整数 k 和 c, 其中 0 ≤ c < b 使得 b = ka + c, 如

12 = 2 · 5 + 2, −23 = (−5) · 5 + 2.

3.1.2. 我们总做到一些分类讨论问题, 如分为 n = 3k, n = 3k + 1, 3k + 2, 实际上是因为

除 3 的余数只有 0, 1, 2 三种情况, 这也是带余除法告诉我们的.

能用上的性质就这些, 大家在平时做题时看到 两个字就要警觉, 很有可能用到素数整

除相关的性质. 我们先给出一些互相没有关联的题目:

3.1.1. 已知四个整数 a, b, c, d 满足 0 < a < b < c < d, 若 a, b, c 成等差数列, b, c, d 成等比

数列, 且 d− a = 48, 则 a+ b+ c+ d 的值为 .

3.1.2. 已知 m, a, b, c 为正整数, 且 a logm 2 + b logm 3 + c logm 5 = 2024, 则 m + a+ b + c

的最小值是 .

3.1.3. 设等差数列 {an} 的各项均为整数, 首项 a1 = 2019, 且对任意正整数 n, 总存在正

整数 m, 使得 a1 + a2 + · · ·+ an = am. 则这样的数列 {an} 的个数为 .

提示: 2019 = 3 · 683.

3.1.4. 已知首项为 2 , 公差为 d 的等差数列 {an} 满足: 对任意的不相等的两个正整数

i, j, 都存在正整数 k, 使得 ai + aj = ak 成立, 则公差 d 的取值构成的集合是 .
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3.1.5. 将正整数 n 分解为两个正整数 k1, k2 的积, 即 n = k1 · k2, 当 k1, k2 两数差的绝对

值最小时, 我们称其为最优分解. 如 20 = 1 × 20 = 2 × 10 = 4 × 5, 其中 4 × 5 即为 20 的最

优分解, 当 k1, k2 是 n 的最优分解时, 定义 f(n) = |k1 − k2|, 则数列 {f (5n)} 的前 2023 项的

和 .

互相没关联的题目给完了, 现在我们讨论一道并不长的题目:

定义 N+ 上的函数: σ(n) = d1 + d2 + · · · + ds, 其中 d1, d2, · · · , ds 为 n 的所有正因数. 若

σ(n) = 2n, 则称正整数 n 为完美数. 例如 σ(6) = 1 + 2 + 3 + 6 = 12 = 2 × 6, 因此 6 是一个完

美数; 再如 σ(9) = 1 + 3 + 9 = 13 ̸= 2× 9, 因此 9 不是完美数.

3.1.6. 证明 p 是素数 ⇐⇒ σ(p) = p+ 1.

3.1.7. 计算 σ(pn), 其中 p 为素数.

3.1.8. 判断 σ(23), σ(88), σ(2024) 满足的数量关系, 并说明理由;

3.1.9. 如果 gcd(m,n) = 1, 证明 σ(mn) = σ(m)σ(n);
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3.1.10. 已知 n = pn1
1 · · · pnm

m , 其中 pi 为互异素数, ni ∈ N, 证明 σ(n) = σ(pn1
1 ) · · · σ(pnm

m ).

3.1.3. 上述问题表示我们已经可以计算任意自然数 n 对应的 σ(n).

3.1.11. 已知 2k − 1 为素数, 求证: 2k−1
(
2k − 1

)
是完美数;

3.1.12. 是否存在完美数 q, 其可表示为某个正整数的平方? 若存在, 求出 q 所有可能值;

若不存在, 请说明理由.
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圆 C : (x− 2)2 + (y− 3)2 = 9, 点 D 在 C 上运动, 点 B(3, 2), 记 M 为过 B,D 两点的弦的

重点, 求 M 的 .

我的第一反应与你一样:

步骤 1: 设点 M(x, y), lBD : y − 2 = k(x− 3).

步骤 2: 直线方程与圆相交 : lBD ∩ C ⇒ x1, x2, x = x1+x2

2
, y 也一样. 问题在于计算过于复杂,

同时我们得到 M 的坐标形式为 (f(k), g(k)), 这是因为 xi 都是用 k 来表示的. 要求

, 实际是求 M 点横坐标 x 与纵坐标 y 之间的 , 即两者满足的 , 自然是

不需要多出来参数 k, 我们需要的是例如 x2 + y2 = 1, y = x+ 2 这样的方程. 我在后面

会指出什么问题需要设出参数 k.

那如何找到 / 呢? 其实你也发现了, , −−→CM⊥
−−→
BD, 但是 D 是个动点,

这又需要引入新的未知数来表示 D 的坐标, 这并不好 ( ,

, ), 注意到实际上有 −−→
CM⊥

−−→
BM , 问题一下就解决了

(x− 2, y − 3) · (x− 3, y − 2) = 0.

3.1.4. 首先步骤 1 先设点 M(x, y) 坐标是对的, 步骤 2 我们聚焦于找 x, y 的关系, 函数

关系从几何来读, 不要过于代数.

什么时候需要代数, 或者说需要引入斜率参数 k 呢? 往往是处理计算数值问题我们需要 k,

比如告诉你 , A , 或让你计算 A 的 , 第一个问题是你用 k 表示出来

A 后发现 k 被约去了, 第二个问题会转化成 k 的函数的最值问题.

注意到垂直条件后, 找关系/轨迹方程, 用向量点乘为 0; 计算最值可以考虑设出斜率 k.
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